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像 所 有 学 科 Pe 精算 学 也 是 不 断 发 展 的 学 科 。 十 年 前 , 国际 上 精算 师资 格 考 
试 的 内 容 较 少 涉及 随机 过 程 , 但 近年 来 , 随机 过 程 已 经 逐渐 成 为 国际 精算 师资 格 考 
试 的 重要 内 容 , 随机 过 程 的 思想 已 经 体现 于 精算 学 的 教学 研究 中 , 并 逐渐 体现 于 保 
险 监管 中 。 在 精算 学 的 学 术 研 究 方面 , 浏览 一 下 近年 来 国际 精算 学 术 期 刊 发 表 的 研 
究 论文 , 可 见 随机 过 程 埋 论 与 方法 已 经 成 为 不 可 缺少 的 工具 。 

方面 , 应 用 随机 过 程 理论 不 但 可 以 处 理 传 统 的 寿险 与 非 寿 险 精 算 问 题 , 而 且 
可 以 处 理 非 传统 的 保险 产品 定价 等 问题 ; 另 一 方面 , 金融 与 投资 理论 , 尤其 是 数理 
金融 理论 已 经 成 为 精算 学 的 重要 组 成 部 分 , 在 数理 金融 理论 中 , 随机 过 程 是 最 基本 
的 工具 。 本 书 以 精算 学 中 的 随机 过 程 为 中 心 , 在 以 上 两 个 方面 加 以 展开 , 结合 精算 
学 系统 地 介绍 随机 过 程 。 因此 , 本 书 区 别 于 通常 的 供 数学 类 等 理科 师 生 参 考 的 随机 
LEHEB. 在 本 书 中 , 数学 处 理 上 的 严谨 性 是 必要 的 , 而 且 有 必要 在 高 起 点 上 组 织 
内 容 , 但 还 要 把 随机 过 程 如 何在 精算 学 中 得 到 应 用 这 一 思路 贯穿 其 中 。 


本 书 选 材 丰 富 , 包含 了 精算 学 中 常见 的 随机 过 程 内 容 。 国 际 上 有 种 观点 认为 ， 
Markov 过 程 、 蒜 、 平 稳 独 立 增 量 过 程 构成 了 随机 过 程 的 绝 大 部 分 内 容 。 我 同意 这 
种 观点 , 在 内 容 取 使 上 , 以 上 内 容 在 本 书 中 都 有 所 涉及 。 关 于 随机 过 程 理论 的 一 些 
经 典 内 容 , 我 参考 了 过 去 十 多 年 来 出 版 的 部 分 优秀 外 文 专著 教材 , 而 一 些 较 新 的 内 
容 , 散 见于 近年 来 在 国际 学 术 期 刊 发 表 的 研究 论文 。 

在 本 书 的 内 容 安排 上 , 前 三 章 内 容 比较 直观 , 读者 学 过 概率 论 的 一 些 基础 知识 
Жа, 就 可 以 很 容易 阅读 。 有 了 对 随机 过 程 的 一 些 感性 认识 后 , 从 第 四 章 开始 , 就 需要 
在 高 起 点 上 对 随机 过 程 理论 与 方法 有 深入 的 理解 , 为 此 需要 概率 的 公理 化 定义 。 按 





H. 前 言 


照 我 的 体会 , 条 件 期 望 是 一 个 核心 概念 , 对 初学 者 也 是 一 个 难点 , 不 易 理 解 。 但 只 要 
完全 理解 了 这 个 核心 概念 后 , 学 习 后 面 的 涉及 出 、Markov 过 程 、 平 稳 独 立 增 量 过 
程 的 内 容 , 就 变 得 非常 容易 。 相 对 而 言 , 最 后 一 章 内 容 (更 新 过 程 ) 比较 独立 , 但 这 
部 分 内 容 在 精算 学 中 , 尤其 是 非 寿 险 精算 的 破产 理论 会 涉及 , 所 以 此 书包 括 了 更 新 
过 程 的 内 容 。 男 外 , 各 章 内 容 相 对 比较 独立 , 使 于 读者 阅读 某 个 专题 。 

需要 指出 , 本 书 中 某 些 章节 的 内 容 没有 完全 展开 , 或 者 对 某 些 结论 没有 给 出 证 
BH, 例如 鞠 的 收敛 定理 、 可 选 停 时 定理 、 随 机 微分 方程 、 线 性 偏 微分 方程 的 数值 算 
法 等 。 这 出 于 两 方面 的 考虑 。 -方面 , 我 希望 在 选材 上 安排 好 结构 与 要 点 , 另 一 方 
її, 从 介绍 随机 过 程 如 何在 精算 学 中 得 到 应 用 的 观点 , 把 某 些 内 容 完全 展开 意义 不 
是 很 大 。 读者 在 精算 学 的 学 习 与 研究 中 , 如 需要 进 步 对 某 些 专题 有 深入 的 了 解 ， 
可 参考 相关 的 优秀 专著 教材 。 

十 多 年 前 , 我 在 南开 大 学 数学 系 学 习 随 机 过 程 , 其 后 在 南开 大 学 风险 管理 与 保 
险 学 系 任 精 算 学 教师 。 十 多 年 来 , 我 对 随机 过 程 的 理解 逐渐 深入 , 同时 见证 了 随机 
过 程 理论 如 何 逐 渐 深入 地 在 精算 学 中 得 以 应 用 。 我 一 直 希 望 以 自己 的 所 学 所 悟 , 完 
成 一 本 专著 , 力争 成 为 国内 精算 学 优秀 参考 书 , 能 够 对 广大 读者 有 所 启发 帮助 , 尽 
快 地 了 解 前 沿 内 容 。 

数 年 前 , 我 阅读 精算 学 研究 论文 ， 已 经 注意 到 Norberg 教授 的 研究 , 很 具 特 
色 。2004 年 下 半年 , 我 访问 了 伦敦 经 济 学 院 统 计 学 系 , 更 深入 地 了 解 了 Norberg Ж 
授 主持 的 精算 学 项 目 。 此 前 , 我 于 2002 年 访问 了 墨尔本 大 学 经 济 学 菜 精 算 研 究 中 
心 ,了解 了 该 中 心 Dickson 教授 主持 的 精算 学 项 目 。 对 国内 外 精算 学 术 研究 的 差别 ， 
我 深 有 体会 , 也 非常 希望 在 进行 学 术 研究 的 同时 , 为 国内 同行 撰写 一 本 专著 , 把 国 
陈 上 最 新 的 研究 成 果 系统 地 介绍 给 国内 学 术 界 同行 , 一 方面 供 同行 参考 , 另 一 方面 
为 广大 的 莘 莘 学 子 铺路 。 

我 于 2004 年 冬季 和 2005 年 冬季 两 次 为 南开 大 学 风险 管理 与 保险 学 系 精算 研 
究 生 开设 随机 过 程 课程 。 本 书 是 在 讲学 内 容 基础 上 扩充 整理 、 反 复 修 改 而 来 , 凝聚 
了 我 的 艰苦 努力 与 许多 心血 。 我 尽 了 最 大 的 努力 , 系统 地 整理 总 结 多 年 来 的 所 学 所 
情 。 撰 写本 书 的 难度 , 比 我 原来 设想 的 要 大 得 多 。 但 艰辛 的 付出 总 有 回报 , 我 深 深 
地 体会 到 , 本 书 的 撰写 过 程 也 是 一 个 不 断 加 深 理解 的 过 程 。 

借 此 机 会 , 我 要 对 许多 人 表达 我 深 深 的 谢意 , 没有 他 们 方方面面 的 支持 与 帮助 ， 
这 本 书 是 不 可 能 出 现 的 。 首 先 , 我 要 感谢 家 人 的 大 力 支持 。 感谢 南开 大 学 风险 管理 
与 保险 学 系 2004 级 和 2005 级 的 精算 研究 生 , 通过 他 们 的 反馈 , 我 更 容易 知道 本 书 
的 难点 所 在 , 这 对 未 来 的 教学 很 有 帮助 。 我 特别 感谢 2005 级 研究 生 李 开 顺 、 高 云 、 
ETHE AR, RESA, 其 中 李 开 顺 、 高 云 、 王子 辉 分 别 帮助 完成 了 第 一 章 、 第 二 
章 、 第 三 章 的 初稿 , 周 琪 帮助 完成 了 第 四 章 的 部 分 初稿 , 魏 建 帮助 绘制 了 书 中 的 播 
图 。 另 外 , 我 要 感谢 Norberg 教授 和 Dickson 教授 , 他 们 为 我 提供 了 对 外 学 术 交流 


的 机 会 。 
最 后 ,本 书 能 够 如 期 出 版 ,我 要 感谢 高 等 教育 出 版 社 的 大 力 支持 。 每 “本 书 的 出 


版 都 凝聚 了 多 位 编辑 的 辛勤 劳动 , 本 书 也 不 例外 , 我 特别 要 感谢 两 位 编辑 起 天 夫 和 
IMER., 他 们 细致 地 审阅 了 人 全书 , 指出 了 - - 些 内 容 和 形式 的 不 当 之 处 , 给 出 了 一 些 
内 行 的 改进 建议 ， 从 而 使 本 书 增色 不 少 。 
张 连 增 
2006 年 6 月 18 日 
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第 一 章 ”离散 时 间 Markorv 链 


51 转移 概率 与 Chapman-Kolmogoror 方程 


1. 定义 与 例子 


这 一 章 要 讨论 的 随机 过 程 {Xn,n = 0,1,2,…}, 状态 空间 包含 有 限 个 或 可 列 个 

值 。 除非 另 有 说 明 , 在 这 一 章 中 , 状态 空间 是 非 负 整 数 集 {0,1,2,…}。 {Xn = i) # ж 

过 程 在 时 刻 n 处 于 状态 i 这 一 事件 。 假设 过 程 当前 处 于 状态 i, 下 一 步 它 以 概率 P 

转移 到 另 一 状态 j, 而 且 Py 与 此 前 的 信息 无 关 , 即 对 于 所 有 状态 ioir in-i 
以 及 nz 0, 

Р(Х... = j|; ={Х„-ү= ț ind, ,Ki = ií, Xo = io} = Р,; (1) 

此 时 称 X 为 (时 间 齐 次 )Markov 链 、{1) 式 表明 , 对 于 Markov 链 , 在 给 定 过 去 状态 

Хо, Xi ;Xn-1 和 现在 状态 X 的 条 件 下 , 将 来 状态 Xna 的 条 件 分 布 只 取决 于 


现在 状态 , 而 与 过 去 状态 无 关 。 
由 概率 的 非 负 性 , 考虑 到 各 种 转移 方式 , 可 得 


,ce 
Pj 20, +,j2 0; 2 P= 1, = 0,1,::: 
j=0 


“2. 第 一 章 离散 时 间 Markov 链 


以 P 表示 一 步 转移 概率 Py KRIER, 


Po Pa: Ph +e 

Pio Pu Рз > 
P=] : : : 

Po Pa Рә ··- 


下 而 给 出 一 些 Магкоу 链 的 例子 。 

例 1 (RAAR) 假设 明天 会 下 雨 的 概率 只 取决 于 今天 的 天 气 状 态 , 而 与 过 去 
КАКЕ. ЖАК РОН, 那么 明天 下 十 的 概率 为 a; 如 果 今 天 不 下 雨 , Ж 
么 明天 下 雨 的 概率 为 Bo 

如 果 用 状态 0 RFW, 用 状态 1 表示 不 下 雨 , 那么 可 以 构造 两 种 状态 的 
Markov 链 , 其 转移 概率 矩阵 为 


例 2 (信息 系统 ) 考虑 一 个 输送 数字 0 和 1 的 信息 系统 。 每 个 数字 的 输送 必 
须 经 过 若干 个 阶段 ,。 在 每 个 阶段 , 一 个 数字 在 岗 开 时 与 进入 时 保持 不 变 的 概率 为 po 
设 X, 表示 数字 在 第 n 个 阶段 内 的 变化 , 那么 {Х„,п = 0,1,2,…} 是 两 种 状态 的 
Markov 链 , 其 转移 概率 甜 阵 为 


1 – 
E y p 
КОР р 


例 3 在 一 天 内 , 人 的 心情 或 者 高 兴 (A), 或 者 一 般 (B), 或 者 忧郁 (C)。 如果 今 天 
是 高 兴 的 , 那么 明天 的 心情 是 A、B С 的 概率 分 别 为 0.5, 0.4, 0.1。 如 果 今 天 感 
觉 一 般 , 那么 明天 的 心情 是 A、B 或 С 的 概率 分 别 为 0.3, 0.4, 0.3。 如 果 今 天 是 忧 
郁 的 , 那么 明天 的 心情 是 A、B С 的 概率 分 别 为 0.2, 0.3, 0.5. 

设 X, 表示 在 第 n 天 的 心情 , 那么 {Xn,n > 0} 是 三 种 状态 的 Markov 链 , 其 
转移 概率 和 矩阵 为 

0.5 0.4 0.1 
Р = |0.3 0.4 0:3 


0.2 0.3 0.5 
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BJ 4 (把 一 个 过 程 转化 为 Markov 链 ) 假设 今天 是 否 下 雨 取 决 于 过 去 两 天 的 
天 气 条 件 。 具体 地 讲 , 如 果 过 去 两 天 都 下 雨 , 那么 明天 下 雨 的 概率 为 0.7; 如 果 今 天 
下 雨 而 昨天 没 下 雨 , 那么 明天 下 十 的 概率 为 0.5; 如 果 昨 天 下 雨 而 今天 没 下 雨 , 那么 
明天 下 南 的 概率 为 0.4; 如 果 过 去 岗 天 都 没 下 雨 , 那么 明天 下 雨 的 概率 为 0.2. 

设 时 刻 n 的 状态 只 取决 于 在 时 刻 n 是 否 下 雨 , 那么 上 述 模型 不 是 Markov B£, 
但 是 , 如 果 任 意 时 刻 的 状态 由 当天 和 前 一 天 的 天 气 条 件 决定 , 那么 上 述 模 型 可 以 转 
化 为 Markov 链 。 ЖЕЎ, 共有 以 下 四 种 状态 : 

状态 0 如 果 今 天 和 昨天 都 下 雨 

状态 1 如 果 今 天 下 雨 而 昨天 没 下 雨 

状态 2 ”如 果 昨 天 下 雨 而 今天 没 下 雨 

状态 3 如果 今天 和 昨天 都 没 下 雨 
此 时 可 构造 Markov 链 , 其 转移 矩阵 为 

07 0 03 0 

05 0 05 0 
Р = 

0 04 0 06 

0 02 0 0.8 

例 5 (随机 游 动 模型 ) 如 果 Pii = p, Pii-1 = 1 — p, i= 0,+1,+2,-.., 其 中 
0< p< 1, 那么 称 状态 空间 是 全 体 整 数 (0.+1,+2,...) 的 Markov 链 为 随机 游 动 。 

上 述 模型 的 直观 解释 如 下 : 一 个 人 沿 一 条 直线 行走 , 在 每 一 时 刻 , 他 或 者 以 概 
E p 向 右 移 动 一 步 , 或 者 以 概率 1 - p 向 左 移动 一 步 。 


例 6 (赌博 模型 ) 假设 一 个 赌 徒 在 每 一 盘 赌局 中 , 或 者 以 概率 p 赢得 1 元 , 或 
者 以 概率 1— p 输 掉 工 元 。 进 一 步 , 假设 赌 徒 在 输 光 或 者 在 赢 到 N 元 时 退出 赌局 ， 
那么 该 赌 徒 的 财富 变化 构成 Markov 链 , 其 转移 概率 为 


Pist =p =l- Ps,i=1,2,...,N-1 


Pwo = Рум = 1 


这 里 称 状态 0 和 N 为 吸收 状态 , 即 过 程 进入 就 停留 在 那里 的 状态 。 上 述 例子 是 一 
个 有 限 状态 的 有 吸收 壁 (状态 0 和 N) 的 随机 游 动 。 


2. Chapman-Kolmogorov 方程 


前 面 定义 了 一 步 转移 概率 已 i)。 现 在 定义 过 程 从 状态 i 经 过 n 步 转移 到 状态 j 
的 п 步 转移 概率 Pr, 


Pi =P{Xm+n = Хь =j} ij>0 





.4: 第 一 章 离散 时 间 Markov 链 


Ps 就 是 前 面 的 Pj。 为 计算 п 步 转移 概率 , 可 应 用 如 下 Chapman-Kolmogorov J; 
程 : 对 所 有 的 n,m > 0, 以 及 状态 i, j, 


оо 
Ра" = ,PRPS (2) 
к=0 


АЖ, (2) РР} 表示 过 程 从 初始 状态 i 出 发 , 先 在 第 n 步 转移 到 
状态 k, 再 经 过 m 步 转移 到 状态 j 的 概率 。 考 虑 所 有 可 能 的 中 间 状 态 k, wE 
到 (2) 式 。(2) 式 的 证 明 如 下 : 


Pot™ = P{Xntm=jlxo = i} 


s ЎР = j, Xn = К|Хо = і} 
k=0 
oo 

= Y P{Xn = k|Xo = Р(Х, = j|X, = k, Xo = i} 
k=0 


оо 
一 т pm 
=> РАР 
k=0 


Р) 表示 n 步 转移 概率 Pn 构成 的 矩阵 , 那么 由 (2) 式 可 得 
Ptn+m) ~ p(n)p(m) 
特别 地 ， 
Pi) = р(!+1) = PP = р2 
р“) 一 р("-1+1) А Ptn-UP = р" 
即 п 步 转移 概率 和 矩阵 等 于 一 步 转移 概率 秆 阵 P 的 n KE. 


例 7 在 例 1 中 , 天气 变化 构成 两 种 状态 的 Markov 链 。 如 果 a = 0.7, 8 = 0.4, 
计算 在 今天 下 雨 的 条 件 下 4 天 后 下 雨 的 概率 。 
已 知 一 步 转移 概率 矩阵 为 


0.7 0. 
p= |07 0.3 
0.4 0.6 
下 面 计算 РФ), 


р(2 =p? = [0:7 03| |07 0.3 0.61 0.39 
0.4 0.6| |0.4 0.6 0.52 0.48 
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р) = (P2)2 = 0.61 0.39 
0.52 0.48 

最 后 , 所 求 的 概率 Ph = 0.5749. 


例 8 在 例 4 中 ,已 知 星期 一 和 星期 二 下 坪 , 求 在 星期 四 下 雨 的 概率 。 
已 知 二 步 转移 概率 矩阵 为 





0.61 0.39 0.5749 0.4251 
0.52 0.48 0.5668 0.4332 


07 0 03 0 07 о 03 0 0.49 0.12 0.21 0.18 
P() — p2 = 05 0 05 0 05 0 05 0 u 0.35 0.20 0.15 0.30 
0 04 о 06 0 04 о 06 0.20 0.12 0.20 0.48 
0 02 0 0.8 0 02 0 08 0.10 0.16 0.10 0.64 


在 星期 叫 下 雨 等 价 于 过 程 处 于 状态 0 或 者 状态 1, 因此 所 求 的 概率 为 
Р}, + Р2 = 0.49 + 0.12 = 0.61 


至 此 , 所 考虑 的 概率 都 是 条 件 概率 。 例 如 ,Pr 表示 在 时 刻 0 时 过 程 处 于 状态 i 
而 后 在 时 刻 n 过程 处 于 状态 j 的 概率 。 如 果 要 确定 在 时 刻 n 的 状态 的 无 条 件 分 布 ， 
那么 需要 在 时 刻 0 的 状态 的 概率 分 布 。 为 此 引入 符号 

ai = P(Xo = i), í > 0 


那么 无 条 件 概率 就 可 以 计算 如 下 ， 


P(X, = j) = Y P{Xn = Хо =i}P{Xo = i) = 3 Pho 
i=0 


i=0 
在 例 7 中 , 如 果 ao = 0.4, al = 0.6, 那么 在 4 天 后 会 下 十 的 无 条 件 概 率 为 
P{X4 = 0} = 0.4P4 + 0.6PA 
= 0.4 x 0.5749 + 0.6 x 0.5668 = 0.5700 


82 ”状态 分 类 
根据 不 同 的 分 类 准则 , 可 对 Markov 链 中 的 状态 进行 分 类 。 
1. 相通 状态 


如 果 存 在 n > 0, 使 得 Pr > 0, 那么 就 称 状态 i 可 到 达 状 态 ШЫМ, 如 果 不 
存在 这 样 的 п, 就 称 状态 i 不 能 到 达 状 态 j。 如 果 两 种 状态 i 和 ; 是 彼此 可 到 达 的 ， 
则 称 状态 i 和 状态 у 相通 , за геј. 


6, 第 一 章 离散 时 间 Markov $ 


每 个 状态 与 自身 是 相通 的 , 这 是 因为 根据 定义 ， 
P? = P{ Xo = Хо = i} = 1 


相通 关系 有 以 下 三 种 性 质 : 

(G) 对 于 所 有 的 i20, i 

(ii) 如 果 i j BZ j; i. 

(iii) IRL i e j, 而 且 j = k, WA i k. 

性 质 (i) 和 (ü) 根据 相通 定义 即 可 得 到 .。 现 证 明 性 质 (证 ) 。 由 假设 i 一 jj 一 上 
可 知 , 存在 正 整数 n 和 m, 使 得 Р! > 0, Рт > 0。 由 Chapman-Kolmogorov 方程 
可 得 


r=0 
所 以 , 状态 i 可 达 状 态 k, 同样 可 证 状态 k 可 达 状 态 i。 因 此 i — k. 

两 个 相通 的 状态 属于 同一 个 类 。 由 性 质 (i) ` G). (üi) 可 以 很 容易 得 到 下 述 结 
沦 : 根据 相通 概念 , 可 以 把 状态 空间 分 成 不 相交 的 子 集 合 , 每 个 子 集合 内 的 任意 两 
个 状态 都 是 相通 的 。 如 果 Markov 链 的 状态 空间 只 包含 一 个 子 集合 , 即 任 意 两 个 状 
态 都 是 相通 的 , 那么 就 称 该 Markov 链 是 不 可 约 的 。 


例 9 考虑 由 0,1,2 三 个 状态 构成 的 Markov 链 , 其 转移 概率 矩阵 为 


05 05 0 
P= | 0.5 0.25 0.25 
0 1/3 2/3 
容易 证 明 此 Markov 链 是 不 可 约 的 。 例 如 , 从 状态 0 到 达 状 态 2 是 可 能 的 , 因为 
0—-1—2? 


即 从 状态 0 到 达 状 态 2 的 一 条 路 径 是 以 0.5 的 概率 从 状态 0 到 达 状 态 1, 再 以 0.25 
的 概率 从 状态 1 到 达 状态 2。 
再 考虑 由 0,1,2,3 四 个 状态 构成 的 另 个 Markov 链 , 其 转移 概率 矩阵 为 


il 
© Фін кюре NI 
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此 Markov 链 包 含 三 个 类 {0,1}、{2}、{3}。 状态 2 可 到 达 状 态 0( 或 1), 而 状 
A 0( 或 1) 不 能 到 达 状 态 2。 状 态 3 是 一 个 吸收 状态 ,Ps = 1, 所 以 它 不 能 到 达 其 他 
状态 。 


2. 常 返 状态 与 非常 返 状 态 

对 于 任 一 状态 i 设 fi 为 过 程 从 状态 i 出 发 , 在 未 来 某 一 时 刻 再 次 返回 状态 i 
的 概率 。 如 果 f, = 1, 那么 称 状态 i 是 常 返 的 , 如 果 у, < 1, 那么 称 状态 i 是 非常 
返 的 。 

假设 过 程 从 状态 i 出 发 , 而 且 状 态 i 是 常 返 的 , 那么 过 程 以 概率 1 将 再 次 回 到 
状态 i。 根据 Markov 链 的 定义 , 当 过 程 再 次 回 到 状态 i 时 , 它 会 再 次 从 i 出 发 , 所 
以 状态 i 会 再 次 到 达 。 重 复 这 个 推理 , 就 会 得 出 结论 : 如 果 状 态 i 是 常 返 的 , 那么 
从 状态 i 出发, 过 程 将 会 无 限 多 次 地 回 到 状态 i 

相对 应 地 , 假设 状态 i 是 非常 返 的 , 那么 过 程 从 状态 i 出 发 , 将 会 以 正 概率 
1 一 所 个 再 回 到 状态 i。 因此, 从 状态 i 出发, 过 程 正 好 п 次 回 到 状态 i 的 概率 等 于 
FEU- fin > 0, 换言之 , 如 果 状 态 站 是 非常 返 的 , 那么 从 状态 i 出发, 过 程 回 到 状 
态 i 的 次 数 服从 一 个 均值 为 A/a f) 的 几何 分 布 。 

总 之 , 如 果 状 态 i 是 常 返 的 , 当 且 仅 当 从 状态 i 出 发 , 过程 回 到 状态 i 的 次 数 
是 无 限 多 的 。 

引入 符号 


那么 Y n 表示 过 程 处 于 状态 i 的 次 数 。 


n=0 


E| hlXo=i = >》_ ElIn|Xo = ў 
n=0 


n=l 

= Y P(x, = Хо = i) = Ур; 
п=0 п=0 

总 结 前 面 的 结论 , 即 得 以 下 性 质 。 

性 质 1 (i) 状态 i 是 常 返 的 当 且 仅 当 5 PR = оо. 


п=0 
(ii) 状态 ;是 非常 返 的 当 且 仅 当 》 Ра < оо, 


有 限 状态 的 Markov 链 必 存在 常 返 状态 。 为 了 说 明 这 点 , 假设 状态 空间 为 (0, 
1,.… , M} 而 且 所 有 状态 都 是 非常 返 的 。 设 过 程 的 初始 状态 为 0, 那么 经 过 有 限 次 
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之 后 , 过 程 不 再 回 到 状态 0 设 过 程 从 一 个 新 的 状态 出 发 , 那么 经 过 有 限 次 之 后 , 过 
程 不 再 回 到 此 新 状态 。 重 复 这 一 推理 , 那么 经 过 有 限 次 之 后 , 所 有 的 状态 都 将 不 会 
被 访问 。 但是, 实际 上 过 程 总 处 于 某 种 状态 , 这 表明 至 少 存在 一 种 常 返 状 态 。 

下 面 性 质 表 明 常 返 状态 可 构成 相通 类 。 


性 质 2 WERS i 是 常 返 的 , 并 且 状 态 i 与 状态 j 相通 , 那么 状态 j 是 党 
返 的 。 

证 明 因为 状态 i 与 状态 j 相通 , 所 以 存在 正 整数 上 与 m, 使 得 Pk > 0, P? > 
0. 另外 , 对 于 任意 正 整 数 n, 以 下 不 等 式 成 立 

ri ei 

上 述 不 等 式 的 左边 表示 在 m + n + k PARE j 返回 状态 j 的 概率 , 而 不 等 式 右边 
表示 状态 j 先 在 m 步 内 到 达 状 态 i, 其 后 状态 i 在 另外 的 n 步 内 返回 状态 然后 
状态 i 在 另外 的 上 步 内 到 达 状态 j 这 样 一 条 特殊 路 径 在 m + n + k 步 内 返回 状态 
j 的 概率 。 

对 上 述 不 等 式 关于 n 求 和 , 由 性 质 1 可 得 


оо оо 

m+n+k m pk г. >. 
у Р; 2 РР; у Р = со 
п=1 п=1 


再 次 应 用 性 质 101) 可 得 状态 у 也 是 常 返 的 。 

性 质 2 表明 非常 返 状态 和 常 返 状态 不 属于 同一 相通 类 。 即 如 果 状 态 i 是 非常 
Ж, 且 与 状态 j 相通 , 那么 状态 7 也 是 非常 返 的 。 这 是 因为 如 果 状 态 j 是 常 返 的 ， 
那么 根据 性 质 2, 状态 i 也 是 常 返 的 。 

如 前 所 述 , 在 有 限 状态 的 Markov 链 中 , 总 存在 常 返 状态 。 结 合 性 质 2, 可 得 出 
关于 有 限 状 态 的 不 可 约 的 Markov 链 的 一 个 结论 : 所 有 的 状态 都 是 常 返 的 。 


例 10 设 由 状态 0,1,2,3 构成 的 Markov 链 的 转移 概率 矩阵 为 


1 
00 


100 


о O © Nj» 


容易 验证 所 有 的 状态 都 是 相通 的 , 因此 所 有 的 状态 都 是 常 返 的 。 
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J 11 设 Markov 链 的 状态 空间 为 (0,1,2.3,4), 转移 概率 矩阵 为 


L 1 
5 5 00 0 
1 1 
5 5 000 
m 1 1 
P= 0 0 2 5 0 
11 
1 1 1 
A 
状态 空间 可 分 为 三 个 类 : {0,1}, {2,3} 和 (4), 其 中 前 2 个 类 是 常 返 的 , 第 3 个 
类 是 非常 返 的 。 
3. 随机 游 动 


例 12 (随机 游 动 ) Markov 链 的 状态 空间 为 全 体 整 数 {0, 士 1, 士 2.. .}, 转移 概 
率 为 


Fiiti=p=1~Pil, 0<р<1 
形象 地 说 , 随机 游 动 可 描述 为 一 个 醉 汉 在 一 条 路 上 左右 行走 。 另 外 , 随机 游 动 也 可 
以 描述 一 个 赌 徕 在 每 盘 赌 局 中 赢 一 元 或 输 一 元 从 而 导致 财富 变化 的 过 程 。 
因为 所 有 状态 都 是 相通 的 , 根据 性 质 2 可 得 , 所 有 的 状态 或 者 都 是 常 返 的 ,或 
者 都 是 非常 返 的 。 因 此 只 需 考虑 状态 0, 为 此 考虑 У` ра. 
设 初始 状态 为 0, 那么 经 过 奇数 次 转移 后 , 状态 不 会 回 到 0 因此 
Par-l=0, n=1,2,... 


男 一 方面 , 在 赌博 模型 下 , 经 过 了 2n 次 赌博 后 , 当 且 仅 当 赢 了 n 局 , 同时 也 输 了 n 
局 , 才能 输赢 相等 。 每 盘 赌 局 赢 的 概率 为 p, 输 的 概率 为 1 — р, 所 以 





= 2n 1 。 2n)! 
Ру -{ )， (1—p)" = SY [р(1—р)]",п = 1,2,3,... 
j In! 
应 用 Stirling 公式 , 4 n 很 大 时 ， 
n! az п"+0/2)е-" л (3) 


把 (3) 式 代入 Раз 的 表达 式 , 可 得 


[4р(1—р)|" 
Киз ср 
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因此 , 当 且 仅 当 
< [4р(1—р)]" 


收敛 时 ， s. Pa Wk. 注意 到 4p(1 — p) < 1, 而 且 仅 当 p= 1/2 时 , 等 号 成 立 。 因此 


n=1 

当 p= 1/2 时 》 Ph = co, 状态 0 是 常 返 的 。 m р # 1/2 时 ,》, Po < оо, 状态 
0 是 非常 返 的 。 Е 

当 р = 1/2 时 , 相应 的 随机 游 动 称 为 对 称 随机 游 动 。 在 多 维 空间 里 也 有 对 称 随 
机 游 动 。 例 如 , 在 二 维 对 称 随机 游 动 中 , 设 过 程 在 每 次 移动 中 将 以 1/4 的 概率 向 左 、 
右 、 上 、 下 移动 一 步 。 此 时 每 个 状态 是 整数 对 (i, 7), 转移 概率 为 

Розн) = Paati- = Ран) = Plaj)(iy-1) = | 

面 应 用 与 一 维 情形 中 相似 的 方法 , 证 明 一 维 对 称 随机 游 动 的 所 有 状态 都 是 党 
返 的 。 因为 二 维 对 称 随 机 游 动 是 不 可 约 的 , 只 需 证 明 状 态 0=(0,0) 是 常 返 的 。 

考虑 Pe WREN 2n 步 移动 中 , 左 移 i 步 , 右 移 i 步 ,上 移 n -i $p, FE 
п-#, асп, 那么 过 程 将 会 返回 到 初始 状态 。 因 为 每 步 移动 是 四 种 类 型 中 


的 一 种 , 而 且 出 现 每 种 类 型 的 概率 均 为 1/4, 所 以 所 求 的 概率 是 一 个 多 项 分 布 概率 ， 
Вр 


4 (2n)! гү" 
Р = > Z ilil(n - s. — 1)! (š) 
(2n)! n! pm 
-S nin! (n 一 am (n — i)li! (4 J 
1 2n n n (4) 
TOEO) 
1\ 7 Í 2n 2n 
-0 () 
上 面 的 最 后 一 个 等 式 用 到 了 以 下 组 合 性 质 
2n Е. КИ п 
л Ж 
n i=0 1 Т” 1 


上 述 等 式 两 边 均 表 示 从 含有 n 个 白 球 和 n 个 黑 球 的 盒子 中 抽取 п 个 球 , 所 有 的 抽 
取 方 式 数目 。 应 用 Stirling 公式 , `4 n 很 大 时 ， 


(=) (2n)! (2п)2"+01/2)е-2п Fn 4" 
= 一 一 一 ЕМ = 





ñ nin! п2"+1е-2"п (2) Vn 
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代入 (4) 式 , 最 后 得 到 


1 
P2n Ë = 
00 лл 


в УР = оо, 所 以 状态 0, 从 而 所 有 的 状态 都 是 常 返 的 。 


有 趣 的 是 , 虽然 一 维和 二 维 对 称 随机 游 动 都 是 常 返 的 , 但 所 有 其 他 的 高 维 对 称 
随机 游 动 都 是 非常 返 的 , 具体 证 明 这 里 不 再 展开 。( 例 如 , 三 维 对 称 随 机 游 动 每 次 等 
可 能 地 转移 到 六 种 状态 中 的 一 种 一 一 左 、 右 、 上 、 下 、 前 、 后 。) 

现在 回 到 一 维 随机 游 动 , 设 初始 状态 为 0, 34 p # 1/2 时 , 求 过 程 在 未 来 某 一 时 
刻 再 次 回 到 状态 0 的 概率 fo. 首先 注意 到 , 经 过 一 步 转移 后 , 应 用 全 概率 公式 ， 


fo = РОФЕ Е ЫХ, = 1}p + РОТЕ ВЫХ, = —1)(1 — p) 
假设 p > 1/2, 那么 P{ 在 某 一 时 刻 返回 |Xi = —1) = 1, 所 以 

fo = РОФЕ Ж-Е ЫХ, = 1}p+1-p (5) 
记 a = 了 P{ 在 某 一 时 刻 返 网 |Xa = 1}, 考虑 下 一 步 转移 后 的 状态 , 得 到 


a = P{ 在 某 一 时 刻 返 回 |X1 = 1,Х» = 0}(1—р) 
+P{ 在 某 一 时 刻 返 回 |Xi = 1, Х = 2}p 
= 1 一 p 二 P{ 在 某 一 时 刻 返 回 |/Xo = 2}p 
如 果 过 程 处 于 状态 2, 那么 为 了 回 到 状态 0, 它 必须 首先 回 到 状态 1, 而 且 这 一 
事件 在 某 一 时 刻 发 生 的 概率 也 是 a。 另 外 , 如 果 过 程 到 达 了 状态 1, 那么 它 在 另 一 


时 刻 到 达 状 态 0 的 概率 也 是 qa。 所以, 从 状态 2 出 发 , 在 未 来 某 一 时 刻 到 达 状态 0 
的 概率 是 a?。 总之， 


a = 1 — p + pa? 


上 述 方程 的 两 个 根 是 оа = 1 和 a = (1 – р)/р. 根据 非常 返 性 , a < 1, В, 
а = (1 — р)/р. 1КА(5) 20, 可 得 


Ю=1-р+1-р= 2(1 – р) 
类 似 地 , `4 p < 1/2 时 , 可 以 证 明 fo = 2р. 总之, 一 般 地 


fo = 2min(p,1 — p) 
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4. 一 个 应 用 例子 


例 13 (关于 Aloha 协议 的 最 大 不 稳定 性 ) 在 每 一 时 期 n = 1,2, 到 达 一 
个 通信 设备 的 信息 数 是 相互 独立 同 分 布 的 随机 变量 。 记 а, = Pfi 个 信息 到 达 }, {М 
设 oo +а < 1。 每 一 到 达 的 信息 将 会 在 期 末 输 送 。 如 果 只 有 一 条 信息 被 输送 , 那么 
信息 就 会 成 功 地 离开 系统 。 但是, 如 果 在 同一 时 刻 有 两 条 或 多 条 信息 笛 要 输送 , 那 
么 必定 会 发 生 冲 突 , 使 这 些 信 息 保 留 在 系统 中 。 发 生 冲 突 的 每 条 信息 独立 于 所 有 其 
他 信息 , 在 下 一 时 期 末 以 概率 p 被 输送 , 这 就 是 所 谓 的 Aloha 协议 。 下 面 证 明 这 个 
系统 是 渐 近 不 稳定 的 , 即 成 功 输送 的 次 数 以 概率 1 是 有 限 的 。 

以 Xn 表示 在 第 n 个 时 期 开始 时 设备 中 的 信息 数 , {Xn,n > 0} 是 Markov 链 。 
对 于 大 > 0, 定义 指示 变量 Ip, 其 中 


1, Markov 链 首 次 离开 状态 k 时 , 直接 进入 状态 kk 一 1 
° 0， 其 他 


如 果 系 统 从 未 处 于 状态 k.k > 0, WAR 到 = 0。 (例如 , 如 果 相 邻 的 状态 是 0,1,3,3， 
4,.…, ЖА 13 = 0, 因为 过 程 第 一 次 离开 状态 3 时 , 它 进 入 了 状态 4; 而 如 果 相 邻 
的 状态 是 0,3,3,2,… , 那么 13 = 1, 因为 这 次 它 进 入 了 状态 2。) 


Е Pu = УСЕН] = УР, = 1} 
k=0 k=0 k=0 


< Y Р{1 = 1|k 曾 被 访问 过 } 
k=0 


P{I = 1|k 曾 被 访问 过 } 表示 当 过 程 离开 状态 k, 下 一 步 到达 状 态 k — 1 的 概 
率 。 它 是 一 个 条 件 概率 , 即 在 过 程 不 能 返回 到 状态 的 条 件 下 , 从 状态 k 转移 到 状 
Ж k — 1 的 概率 ， 


Р, = ЦАВ ВЕ) = 让 





因为 


Рек-1 = ао ч p(1 — р)! = аоҝр(1 — p)*~! 
Рек = ao[1 ~ kp(1 — р) | + ai(1 — р)“ 

以 上 两 式 可 这 样 理解 : (i) 如 果 某 天 开始 有 大 条 信息 , 当天 没有 新 的 信息 到 达 ， 
而 且 大 条 信息 中 的 一 条 信息 被 输送 , 那么 在 第 二 天 开始 将 会 及 一 1 条 信息 ; (ü) 
如 果 某 天 开始 有 k 条 信息 , 或 者 当天 没有 新 信息 到 达 , 也 没有 任何 信息 被 输送 , 或 
者 当天 正好 有 一 条 新 信息 到 达 ( 它 自动 被 输送 ), 那么 在 第 二 天 开始 会 有 大 条 信息 。 
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把 上 面 两 式 代 入 (6) 式 , 可 得 
` > aokp(1 — p)*-! 
e [Sn] $2 ,7a — kp(1 —p)*-1] — a) (1 — p) Е 
为 说 明 上 式 的 收敛 性 ， 注意 到 当 k 充分 大 时 , 求 和 项 的 分 母 趋 近 于 1 - ao, 所 以 求 
和 式 是 收敛 的 等 价 于 Dal- = р)! < oo, 而 此 不 等 式 是 成 立 的 。 
È < oo 表明 ў < oo 以 概率 1 成 立 。 否则 , 如 果 存 在 一 个 正 的 概 


к=0 
Ж, 使 得 P УА = oo + = ó > 0, ЖА Е Sh = оо. 因此, 信息 成 功 输 送 而 离 


开 的 状态 数 以 概率 1 是 有 限 的 。 等 价 地 说 存在 一 个 有 限 正 整数 N. 使 得 当 系统 中 
有 N 条 或 更 多 信息 时 , 将 不 会 再 有 成 功 的 输送 。 从 这 点 出 发 并 注意 到 状态 数 总 全 
最 终 到 达 很 大 的 事实 , 可 以 得 出 , 有 限 多 次 成 功 输送 的 概率 为 1 


5. Stirling 公式 

最 后 给 出 关于 Stirling 公式 的 一 个 粗略 的 概率 证 明 。 设 X, XD... 是 相互 独 
立 同 分 布 的 Poisson 随机 变量 , 均值 为 1。 设 S, = Y Xa, 那么 S, 的 均值 和 方差 均 
为 n。 于 是 Ы 


Р{5, = п} = P(n-1 < 5, < п} 
Sn 一 
970) 
~ ею 





= 2)? (=) ола) 
在 上 述 推导 中 , 第 三 式 应 用 了 中 心 极限 定理 , 第 四 步 用 到 了 中 值 定理 做 近似 。 
男 一 方面 , 5, 服从 均值 为 n 的 Poisson 分 布 , 所 以 
PTS, = п} = enn 
因此 , 4 充分 大 时 ， 
-eng (27n) T” 
变形 就 得 Stirling 公式 


n! == nt#e-n Van 
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83 ”极限 概率 


1. 极限 概率 
在 例 7 中 , 对 于 两 种 状态 的 Markov 链 , РФ) 的 数值 结果 为 


рю. 0.5749 0.4251 
0.5668 0.4332 


由 此 得 到 PO = P(P(4)( 保 留 三 位 有 效 数 字 ) 


0.572 0.428 
Рр = 
0.570 0.430 


EEEE PO Ур PU) 儿 乎 相同 , 而 且 PO 的 各 行 几乎 都 相同 。 实 际 
L, 对 于 所 有 的 i, 4 п oo 时 , pn 均 收 敛 于 某 个 值 , 而 且 极 限 与 初始 状态 i 无 关 ， 
直观 上 讲 , 过 程 经 过 许多 步 转 移 之 后 , 处 于 状态 j 的 概率 趋 近 于 极限 概率 , 而 且 极 
限 值 与 初始 状态 无 关 。 

为 了 更 准确 地 分 析 以 上 观察 , 需 考虑 关于 Markov 链 的 状态 的 另外 两 个 性 质 。 
对 满足 Pn > 0 的 正 整数 集 {n}, їй d 是 最 大 公约 数 , 那么 称 状 态 i 的 周期 为 d。 例 
如 , 从 状态 i 出 发 , 过 程 回 到 状态 i 所 需 的 步 数 为 2,4,6,8,… , 那么 状态 i 的 周期 
就 是 2。 周 期 为 1 的 状态 称 为 非 周期 的 。 可 以 证 明 , 如 果 状 态 i 的 周期 为 d, 而 且 i 
与 j 相通 , 那么 状态 j 的 周期 也 为 do 

设 状 态 i 是 常 返 的 , 进一步 假设 从 状态 i 出 发 返回 状态 i 的 转移 步 数 的 期 望 是 
有 限 的 , 就 称 状态 i 为 正常 返 的 。 如果 从 状态 i 出 发 返回 状态 i 的 转移 步 数 的 期 户 
是 无 限 的 , 那么 就 称 状态 i 为 零 常 返 的 。 可 以 证 明 , 如 果 状 态 i 与 j 相通 , 而 且 状 态 
i 是 正常 返 的 , 那么 状态 j 也 是 正常 返 的 。 虽然 存在 零 常 返 状态 , 但 可 以 证 明 对 有 
限 状态 的 Магкоу 链 , 所 有 的 常 返 状 态 都 是 正常 返 的 。 非 周期 的 正常 返 状态 称 为 岂 
历 状 态 。 

以 下 不 加 证 明 地 给 出 -一 个 重要 定理 。 对 有 限 状 态 的 Markov 链 , 可 应 用 和 矩阵 论 
的 结论 来 证 明 以 下 定理 。 

定理 ”对 于 不 可 约 的 遍历 的 Markov B£, 对 所 有 的 i 7, lim Р) 存在 , 而 且 极限 
与 i 无关 。 记 ш 

Яу im Рај, j2 Ü 


那么 л; 是 方程 组 


со 
zj = X Ру, 120 
сз (7) 


Y "w; = 1 
1=0 
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的 唯一 非 负 解 。 

下 面 给 出 一 些 注 记 。 

Gi) 如 果 已 知 ту = lim Р; 存在 , 而 且 极限 与 初始 状态 i 无 关 , 不 难得 出 x; 必 
满足 (7) 式 , 只 需 注意 到 lim Р = P (lim PW) 即 可 。 或 者 可 以 从 另 一 角度 出 
发 , 考虑 时 刻 n 时 的 各 个 状态 , 可 以 得 到 P{Xn+1 = j) 的 如 下 表达 式 : 


{Хы = j) =} Р{Х„ы = j|X, = JP(X, =i) 
i=0 


= PijP{Xn = i) 
i=0 
设 п — оо, 假设 可 以 交换 求 和 与 极限 顺序 , 那么 
ту = У Рут, 
(ii) 可 以 证 明 , 过 程 在 时 刻 п 处 于 状态 j 的 极限 概率 ri 等 于 在 长 时 期 内 , 过 程 
处 于 状态 j 的 次 数 比例 。 
(ñi) 对 不 可 约 的 、 正常 返 的 、 有 周期 的 Markov 链 , 以 下 方程 


оо 
Tj = У>тРу, 20 
ї=0 


T =} 

i=0 
仍 有 唯一 非 负 解 。 但 是 此 时 z; 只 能 解释 为 在 长 时 期 内 , Markov 链 处 于 状态 ; 的 次 
数 比例 。 


2. 一 些 例 子 
例 14 在 例 1 中 , 如 果 今 天 下 雨 , 那么 明天 下 雨 的 概率 为 о: 如 果 今 天 不 下 
Bj, 那么 明天 下 雨 的 概率 为 8。 如 果 以 状态 0 表示 下 雨 , 状态 1 ЖЛ ЕШ, 那么 
由 (7) 式 , 极限 概率 nom 为 以 下 方程 的 解 
то = ao + BTI 
m = (1 — а)ло + (1 — В); 
ло + = 1 


求解 得 到 
B 1-а 


=т+ PAo 
特别 地 , 设 = 0.7, 8 = 0.4, 那么 下 雨 的 极限 概率 为 xo 


то 


t 
TES 
l! 
> 
сл 
~ 
_ 
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例 15 在 例 3 中 , 一 个 人 的 心情 变化 构成 三 种 状态 的 Markov 链 , 转移 概率 矩 
阵 为 
0.5 0.4 0.1 
P = | 0.3 0.4 0.3 
0.2 0.3 0.5 
求 在 长 时 期 内 , 过 程 处 于 各 种 状态 的 次 数 比 例 。 
求解 由 (7) 式 构成 的 方程 组 。 在 本 例 中 , 这 些 式 子 为 
To = 0.5то + 0.371 + 0.272 
ту = 0.470 + 0.47 + 0.372 
по = 0.170 + 0.371 + 0.5л» 
TO + Tí + 72 = 1 
解 得 
= s>: 
例 16 (阶层 流动 模型 ) 社会 学 家 感 兴趣 的 一 个 问题 是 确定 社会 上 从 事 上 层 或 
下 层 职 业 的 人 口 比例 。 作 为 一 个 可 行 的 数学 模型 , 假设 一 个 家 族 中 连续 几 代 之 间 的 
社会 阶层 转变 是 Markov 链 状态 的 转移 , 即 假设 子女 的 职业 仅 取 决 于 其 父母 的 职 
业 。 假设 转移 概率 矩阵 为 
0.45 0.48 0.07 


Р = | 0.05 0.70 0.25 (8) 
0.01 0.50 0.49 


例如 , 假设 一 个 中 层 的 孩子 将 会 从 事 上 层 、 中 层 或 下 层 职 业 的 概率 分 别 为 0.05， 
0.70, 0.25。 


极限 概率 x, 满足 
то = 0.45ro + 0.057; + 0.017 
ті = 0.48ло + 0.70т + 0.5072 
тә 一 0.07ro + 0.25m + 0.49л» 
Zo +T 十 T2 一 1 
求解 得 到 


ло = 0.07, m = 0.62, ту = 0.31 
换言之 , 一 个 社会 的 阶层 流动 可 用 转移 概率 年 阵 为 (8) 的 Markov 链表 示 。 在 长 


时 期 内 , 有 7% 的 人 从 事 上 层 工作 , 有 62% 的 人 从 事 中 层 工作 , 有 31% 的 人 从 事 下 
层 工作 。 
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BJ 17 (遗传 学 中 的 Hardy-Weinberg 法 则 与 Markov $) 58-790 
个 体 的 群体 , 每 个 个 体 都 拥有 一 对 特殊 的 基因 , 每 个 基因 或 为 A 型 , 或 为 a 型 。 假 
设 基因 对 是 AA, aa 和 Аа 的 个 体 比 例 分 别 为 ро, до, то(ро + фо + то = 1)。 当 两 个 个 
体 配对 时 , 每 个 个 体 随 机 提供 各 自 基 因 中 的 一 个 , 产生 后 代 。 假设 配对 也 是 随机 发 
生 的 , 每 一 个 体 都 等 可 能 地 与 另 一 个 体 配 对 , 我 们 感 兴趣 的 是 求 出 下 一 代 基 因 对 分 
别 为 AA, аа 和 Аа 的 个 体 比例 , 设 这 些 比例 为 p,g,r。 通 过 关注 下 一 代 个 体 , 就 可 
以 很 容易 求 出 这 些 比 例 。 

先 随 机 选择 一 个 父 代 , 再 随机 选择 一 个 基因 , 等 价 于 从 基因 总 体 中 选择 一 个 基 
因 。 以 父 代 的 基因 对 为 条 件 , 可 以 得 到 随机 选择 的 一 个 基因 是 A 型 的 概率 为 

P{A} = Р{АЈАА}ро + Р{Ајаа}д + P{A]Aa}ro 
= po + т0/2 
类 似 地 , 基因 是 a 型 的 概率 为 
P{a} = qo + ro/2 
所 以 , 在 随机 配对 下 , 随机 选择 的 下 一 代 成 员 是 AA 型 的 概率 为 p, 其 中 
p = P{A}P{A} = (po + ту/2)? 
类 似 地 , 随机 选择 的 下 一 代 成 员 是 aa 型 的 概率 为 
q = P{a}P{a} = (qo + ro /2)2 
下 -一代 成 员 是 Aa 型 的 概率 
т = 2Р{А}Р{а} = 2(ро + ro/2)(qo + т0/2) 


К РАВУ Л ЖЇЗЇ hh Б Ж p gr 分 别 取 АА, аа 和 Аа 型 基因 ， 
因此 下 一 代 成 员 中 是 AA, аа 和 Аа 型 的 比例 分 别 为 P,g,rs 
如 果 考 虑 下 一 代 的 总 基因 库 , 那么 A 型 基因 的 比例 p+r/2 与 父 代 相 比 不 会 发 
牛 改变 , 这 是 因为 代 与 代 之 间 的 总 基因 库 不 会 发 生 改 变 , 它 也 可 由 下 面 的 简单 代数 
运算 得 到 ， 
р+т/2 = (po + ro/2)2 + (po + т0/2)(4 + то/2) 
= (ро + т0/2)(ро + ro/2 + qo + то/2) 


= ру + ro/2 
=P{A} 
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在 (9) 式 的 推导 中 , 用 到 po + фо + ro = 1. 由 此 即 知 , 下 一 代 基 因 库 中 A 型 和 а 型 的 
比例 与 父 代 相应 的 比例 相同 。 因 此 , 在 随机 配对 的 条 件 下 , 所 有 初始 代 以 后 的 相继 
各 代 中 , 群体 中 AA W, аа 型 和 Aa 型 基因 对 的 比例 会 保持 在 p,q,r 上 。 这 就 是 著 
名 的 Hardy-Weinberg 法 则 。 

假设 总 体 基 因 对 的 比例 稳定 地 保持 在 par 上 。 现 在 考察 单个 个 体 及 其 后 代 
的 基因 历史 。 为 了 简便 , 假设 每 个 个 体 只 有 一 个 后 代 。 对 于 一 个 给 定 的 个 体 , 以 X, 
表示 他 的 第 ” 代 后 代 的 基因 状态 。 在 随机 选择 配对 的 条 件 下 , X 构成 Markov 链 ， 
它 的 转移 概率 矩阵 为 


АА аа Aa 
r r 
АА |р+ 5 0 q+ 
aa 0 "з p+ 
2 2 
Aa Рут ‚ә p Ж 


此 Markov 链 的 极限 概率 (个 体 后 代 处 于 三 种 基因 状态 的 比例 ) 应 该 正好 是 p,g,r, 这 
是 非常 直观 的 。 为 了 验证 这 一 结论 , 需 证 明 р, g,r 满足 (7) 式 。 因 为 (7) 式 中 的 一 个 方 
程 是 多 余 的 , 只 需 证 明 以 下 三 式 即 可 。 


р =р(р+т/2)+т(р/2+ r/4) = (p+ r/2)2 
q = q(q + r/2) + r(q/2 + r/4) = (q + т/2)? 
р+9+7 = 1 
由 前 述 分 析 ， 上述 三 式 是 成 立 的 。 


例 18 假设 一 个 生产 流程 的 状态 转变 可 用 Markov 链 来 描述 , 转移 概率 为 Pii, 
ј = 1,… ,n。 假设 有 些 状态 是 可 接受 的 , 而 另外 一 些 状态 是 不 可 接受 的 。 以 4 表示 
可 接受 状态 , A 表示 不 可 接受 状态 。 咎 产 流程 处 于 可 接受 状态 时 称 它 为 “上 升 ” 的 ， 
反之 称 它 为 “下 降 " 的 , 当 生 产 流程 持续 很 长 时 间 后 ,确定 以 下 最 : 

(i) 生产 流程 从 上 升 到 下 降 的 转换 率 。 

(ü) 当 生 产 流程 下 降 时 , 它 保持 在 下 降 状 态 的 平均 时 间 。 

(їн) 当 生 产 流程 上 升 时 , 它 保 持 在 上 升 状态 的 平均 时 间 。 

下 面 分 别 考虑 各 个 问题 。 

(i) 设 {Tk k = 1,… ,n} 表示 极限 概率 分 布 。 于 是 对 于 ie 4 和 je А, 过 程 
从 状态 i 进入 状态 j 的 转换 率 为 tiPi;。 所 以 生产 流程 从 可 接受 状态 进入 状态 ; 的 
转换 率 为 》 miPij, 最 后 从 可 接受 状态 进入 不 可 接受 状态 的 转换 率 为 


їЄА 
3 5 和 Ri (10) 


jEA® i€EA 
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(ü) 和 (ii) 以 5 表示 当 生 产 流程 上 升 时 保持 上 升 的 平均 时 间 。 相 应 地 , 以 D 
表示 保持 下 降 的 平均 时 间 。 因 为 平均 来 说 , E U + D 段 时 间 内 生产 流程 会 有 一 次 
损坏 , 所 以 单位 时 间 内 生产 流程 的 损坏 率 为 

1 
U+D 
结合 (10) 式 , 可 得 关于 UV A DAKA 
1 
jE 2 D miP; (11) 
јЄА° iEA 

为 了 得 到 关于 D 和 号 的 另 一 关系 , 考虑 生产 流程 处 于 上 升 状态 的 时 间 比 例 ， 
它 等 于 Ул. 男 一 方面 , Ha F E Ú + D 段 时 间 内 , 生产 流程 平均 有 五 段 时 间 处 于 
上 升 状态 所 以 | 

U 
ъй = т (12) 
i€ 

由 (11) 式 和 (12) 式 , 可 得 


Do 


Ü = t€ A 


JEAe iEA 


1 一 》 xi Y x, 


t€ A іЄ As 


j€A<s іЄА JEAeiEA 


例如 , 设 Markov 链 的 状态 空间 为 {1,2,3,4}, 转移 概率 矩阵 为 


1/4 1/4 1/2 0 
0 1⁄4 1/2 1/4 
1/4 1/4 1/4 1/4 
1/4 1/4 0 1/2 


设 可 接受 的 (上 升 ) 状 态 为 1, 2, 不 可 接受 的 {下 降 ) 状 态 为 3, 4。 极限 概率 满足 以 
下 线性 方程 组 ， 


P= 
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1 1 1 
лз = 27! + 27? + 173 


тү + T2 + Tš + Tá =1 


解 得 
_1 14 _13 
4 48 


所 以 单位 时 间 内 生产 流程 的 损坏 率 为 
т1(Р\з + Pia) + тә(Р›з + Р) = 5 = 0.28 


而 平均 持续 时 间 为 
D = 5156, D=2 


因此 , 单位 时 间 内 生产 流程 平均 有 28% 的 时 间 发 生 损坏 。 发 生 损 坏 后 , 平均 持 
续 2 个 时 间 单 位 , 其 后 , 系统 上 升 , 平均 持续 1.56 个 时 间 单 位 。 


3. 平稳 分 布 

下 面 给 出 关于 т, 的 两 个 注 记 。 

(1) {rj > 0} 经 常 被 称 为 平稳 概率 分 布 。 这 是 因为 , 如 时 初始 状态 的 概率 分 
布 为 {rjj > 0}, 那么 在 任意 时 刻 n 过 程 处 于 状态 j 的 概率 就 等 于 x;。 具 体 地 说 ， 
如 果 


P{Xo=j}= т, ў>0 
那么 对 所 有 的 n, 
P{Xn = j) = т; 


上 述 结论 由 归纳 法 容易 证 明 。 假设 对 于 mn- 1 上 式 成 立 , 那么 
P{Xn = j) = >》 P{Xn = Хь =4}Р{Х„_ = i) 


= у ут; = Tj 
i 


(ii) 对 状态 j, 以 mj; 表示 Markov 链 从 状态 j 出 发 到 首次 返回 到 状态 j 的 步 
长 的 期 望 。 因 为 平均 来 说 , 在 my 个 时 间 单位 内 , 有 1 个 时 间 单位 过 程 处 于 状态 j, 


所 以 
1 


T = 
JJ 
总 之 , 过 程 处 于 状态 j 的 时 间 比 例 等 于 从 ; 出 发 首次 回 到 ; 的 平均 时 间 的 倒 
数 。 实际 上 , 此 结论 是 更 新 过 程 理 论 中 一 般 结论 的 一 个 特例 。 
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例 19 考虑 一 枚 硬币 的 独立 抛 抚 问题 , 在 每 次 抛 抑 中 以 概率 p 出 现 正 面 ( 简 记 
为 H), 以 概率 g = 1 一 p 出 现 反面 ( 简 记 为 T). RHR HTHT 模式 所 和 需 的 抛 扼 次 数 
的 期 望 。 

为 解答 这 个 问题 , 假设 出 现 HTHT 模式 后 , 硬币 抛掷 仍 将 无 限制 地 继续 下 去 。 
4 m > 4 时, 定义 时 刻 n 的 状态 是 过 去 最 近 的 4 次 结果 , 34 n < 3 时 , 定义 时 刻 n 
的 状态 是 过 去 最 近 的 n 次 结果 。 那么 可 以 看 出 相继 的 状态 构成 Markov 链 。 例 如 ， 
如 果 前 5 次 结果 是 TTHH, 那么 Markov 链 的 相继 状态 为 Xi = T, X2 = TT, Хз = 
TTT, Xs = TTTH, Xs = TTHH。 根据 前 面 的 注 记 {ii ,状态 HTHT 的 极限 概率 
THTHT 等 于 从 状态 HTHT 首次 回 到 状态 HTHT 的 平均 时 间 的 倒数 。 对 于 任意 的 
п > 4, 为 使 时 刻 n 的 状态 是 HTHT, 第 n КИЕ ЖШ T. 第 n 一 1 次 须 为 H， 
第 n 一 2 KAA T, 第 n — 3 次 须 为 了 。 因 为 各 次 抛掷 是 相互 独立 的 , 所 以 


P{Xn =HTHT)=p?2, n24 
THTHT = lim Р(Х, = HTHT) = p202 
因此 , 1/(p2q2) 是 从 状态 HTHT 首次 回 到 状态 HTHT 的 平均 时 间 。 这 意味 着 


从 状态 HT 出 发 , 首次 到 达 状 态 HTHT 的 平均 时 间 也 是 1/(p2g2)。 为 了 到 达 HTHT 
首先 要 到 达 HT, 所 以 


本 到达 HTHT 的 时 间 ] = E[ 到 达 HT 的 时 间 ] + == 
为 了 求 出 上 式 右边 的 第 一 项 , 应 用 同样 的 方法 , 区 别 在 于 定义 时 刻 n 的 状态 为 


过 去 最 近 的 两 次 结果 。 由 此 得 到 从 状态 HT 首次 回 到 状态 HT 的 平均 时 间 为 1/(pg)， 
这 也 是 状态 HT 首次 出 现 所 需要 的 平均 时 间 。 кк 
E[ 到 达 HTHT 的 时 间 ] = 一 = 32 
应 用 同样 的 方法 ， йй 平均 时 间 。 例 如 ， 
EIHTHHTHRTHH 出 现 所 需 的 时 间 ] = 7с АШ 一 ZG 


= 下 | 了 出 现 所 需 的 时 间 ] + = a Хая 
1 1 1 
Т р рд рф 
另外 ， МИ s 能 结果 (如 H 和 Т). 例如, 如果 相 继 结 
果 是 独立 同 分 布 的 , 以 p; 表示 取 值 等 于 j 的 概率 , 那么 
下 [出 现 012301 所 需 的 时 间 ] = E[ 出 现 01 所 需 的 时 间 ] + — 


1 1 
а 
рор. Рор1р2рз 


= 
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在 本 节 最 后 , 给 出 以 下 性 质 。 
性 质 3 W (X,,n > 1] Æ Markov 链 , 平稳 分 布 为 {rij > 0), r 是 定义 于 状 
态 空 间 的 一 个 有 界 函 数 , 那么 下 式 以 概率 1 成 立 
N 
У(Х.) ~ 


фе т Ут 
j=0 





证 明 如 果 以 a, (N) 表示 Markov 链 在 前 面 N 个 时 期 1,… N 处 于 状态 j 的 
时 期 数 , 那么 
N со 
Y r(X,) = Y a;(N)r(j) 
n=1 j=0 
上 式 两 边 同 除 以 N. 再 令 N 一 co, 注意 到 aj(N)/N 一 ту, 就 得 性 质 3。 
如 果 r(j) 表示 Markov 链 处 于 状态 j 时 对 应 的 回报 , 那么 性 质 3 表明 单位 时 
间 内 平均 回报 为 F r(j)w;s 
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1. 赌 徒 破产 问题 
设 赌 徒 在 每 盘 赌 局 中 以 概率 p 赢得 1 单位 , БИЖ g = 1- p 输 掉 1 单位 . 假 
设 相继 的 赌局 是 相互 独立 的 , 设 赌 徒 的 初始 财富 为 i 单位 , 求 赌 徒 的 财富 在 到 达 0 
之 前 先 到 达 N 的 概率 。 
以 X, 表示 赌 徒 在 时 刻 п ВИ Ж, 那么 过 程 {Xn,n = 0,1,2,…} 是 Markov 
链 , 其 转移 概率 为 
Pw = Рум = 1 


Рин =р=1- 4-1, ¿=12,--- N —1 


Markov 链 的 状态 空间 可 分 为 三 个 类 : {0}, {1,2,--- ,N 1р, {N}; 第 一 类 和 第 
三 类 是 常 返 的 , 第 二 类 是 非常 返 的 。 因 为 每 个 非常 返 状 态 只 能 被 有 限 次 访问 , 所 以 
经 过 有 限时 间 之 后 , 赌 徒 或 者 实现 他 的 目标 N. 或 者 破产 。 

对 i=0,1,.… N, 以 P, 表示 从 i 开始 , 赌 徒 的 财富 最 终 到 达 N 的 概率 。 考虑 
到 首次 赌博 结果 , 可 得 


P, = pPi+i + 4Р;—_\, ¿=1,2,--- ,N-—1 
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因为 p+g = 1, 上 式 可 变形 为 
pP, + qP, = pPiri + gqPi-i 
Pı — P, = (Р, -只 -1)， i=1,2,..…,N-1 
注意 到 P, = 0, 由 上 式 得 到 


P, — P, = (Р, — Ру) = 3 p, 
р р 


2 
Pi - Pa = 4-р) = ($) P 
p p 


1—1 
Р; – Р; = Р, — Рә) = (4) Р, 
Р p 
q q N-i 
Ру — Py--1 = —(Ps-1i — Py-2) = (2) Р, 
p p 


对 前 面 i 一 1 个 式 子 相 加 , 可 得 


Pi- Pi = Pi (2) i а © | 


1 — (9/р) q 
a- 1—(q/p) К р?! 

q 

p 


等 价 地 





iP}, 
再 由 Ру = 1, 可 以 得 到 
1 — (q/p) 1 
Р, = | 二 (q/p)N' р 2 
№ Р 9 
因此 
1 — (q/p)' 1 
Р; = | д (а/р)“ рӯ f (13) 
N' Р= 5 
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由 (13) 式 可 知 , 当 N 一 oo Ñ, 


(«ү 
Р; 一 : (4) "М2 
0, p< 

所 以 , 24 p > 1/2 时 , 赌 徒 的 财富 将 无 限 增加 的 概率 为 正 数 ; 而 当 p < 1/2 时 ， 
形象 地 讲 , 赌 徒 就 像 与 一 个 拥有 巨额 财富 的 对 手 赌 博 , 必然 会 破产 。 

下 面 给 出 一 个 数值 例子 。 

例 20 甲乙 两 人 投 硬币 , 谁 投 的 硬币 最 靠近 墙壁 就 获胜 , 并 赢 取 对 方 的 硬币 。 
乙 是 技术 高 的 玩家 , 在 每 次 投 硬币 中 赢 的 概率 为 0.6。 

(i) 如 果 在 开始 时 , PH 10 В т, LA 5 枚 硬币 , 那么 乙 将 赢 光 甲 的 概率 是 
多 少 ? 

(ü) 如 果 在 开始 时 , PA 20 В тр, / 10 枚 硬币 , 那么 乙 将 赢 光 甲 的 概率 是 
多 少 ? 
应 用 赌 徒 问题 模型 , 可 以 求解 如 下 。 

(i) ЖЕ i= 5, М = 15, р = 0.6, 代入 (13) 式 可 得 所 求 概率 , 它 为 








2. 赌 徒 破产 问题 在 药物 试验 中 的 应 用 


假设 开发 了 两 种 新 药 用 于 治疗 某 种 疾病 。 第 i 号 药物 的 治愈 率 为 Pai = 1,2, 
它 的 含义 是 每 个 病人 上 服用 第 i 号 药物 的 治愈 率 为 Р, 这 些 治愈 率 是 未 知 的 , 我 们 感 
兴趣 的 是 能 判断 P, > P, 或 P, > P, 的 方法 。 为 此 , 考虑 以 下 分 次 试验 : 每 次 试验 
治疗 两 个 病人 , 其 中 一 个 病人 接受 1 号 药物 的 治疗 , 另 一 个 病人 接受 2 号 药物 的 治 
疗 。 观 察 每 次 试验 结果 , 当 一 种 药物 的 累积 治愈 人 数 超过 另 一 种 药物 的 累积 治愈 人 
数 , 并 且 超出 的 人 数 达 到 某 个 预先 给 定 的 数 时 , 试验 就 停止 。 更 确切 地 , 引入 


< |, 如 果 第 7 对 病人 中 接受 1 号 药物 治疗 的 病人 病 全 
< 
о 其 他 
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$ 如 果 第 ?对 病人 中 接受 2 号 药物 治疗 的 病人 病例 
3 == 
0， 其 他 


对 于 一 个 预先 给 定 的 正 整数 М, 经 过 N 次 之 后 试验 停止 , 其 中 N 是 使 下 列 条 
件 之 一 成 立 的 最 小 的 n。 


Xite +X, (++) = M 
或 者 
Errotik i 

在 前 一 种 条 件 下 , 可 以 断定 Р, > P,, 而 在 后 一 种 条 件 下 , 可 以 断定 P, > Ру. 

为 了 确定 上 述 试验 的 优良 性 , 需要 知道 试验 导致 错误 结论 的 概率 。 例 如 ,对 于 
给 定 的 P, 和 P,, 如果 事 实 上 P, > Р, 但 试验 却 导致 P, > P, 的 概率 。 为 求 这 个 概 
率 , 注意 到 每 次 试验 后 , 观察 服用 1 号 药物 与 2 号 药物 的 治愈 病人 , 两 者 之 差 的 累 
积 值 或 者 以 概率 Pi(1 - P) 上 升 1(1 号 药物 治愈 病人 而 2 号 药物 没有 治愈 病人 )， 


或 者 以 概率 (1 — P,)P, 下 降 1, 或 者 以 概率 P, P, + (1 — P,)(1 — P) 保持 不 变 。 因 
此 , 如 果 只 考虑 导致 累积 值 出 现 差异 的 试验 , 那么 累积 值 上 升 1 的 概率 为 


РЕР EA RF 1} = 万 р 


而 累积 值 下 降 1 的 概率 为 


P,(1 — P,) 


= ] — p = ——— TP... 
q P= RO- P,) + 1 — P.P, 


因此 , 试验 结果 导致 P, > P, 的 概率 , 等 于 赢 的 概率 为 p REER M Ik 
注 前 输 掉 M 赌注 的 概率 。 在 (13) 式 中 , Ф ¿= M,N = 2M, 可 得 这 个 概率 


5 EP E O 
P{ 试 验 导 致 成 > P}=1 1—(д/р)?М 1+ (9/р)М 


例如 , 设 真实 值 为 PB = 0.6, P, = 0.4, 那么 当 M = 5 时 , 试验 导致 错误 已 > 局 
的 概率 为 0.017。 而 当 M = 10 时 , 试验 导致 错误 判断 的 概率 减少 到 0.0003. 
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1. 非常 返 状 态 的 逗留 时 间 
现 考虑 有 限 状态 的 Markov 链 , 假设 状态 被 编号 后 , 非常 返 状态 集 为 T = (1, 
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Pi Piz © Pit 
Pr=] : : : 

Pa Pa Ри 
Рт 仅 表 示 从 非常 返 状 态 到 非常 返 状 态 的 转移 概率 , 所 以 在 Pr 中 至 少 存在 一 行 ， 
使 得 此 行 的 和 小 于 1。 

对 于 非常 返 状 态 i 和 j, 以 si 表示 Markov 链 从 状态 i 出 发 , 到 达 状 态 ) 后 并 

处 于 状态 j 的 时 间 的 期 望 , 可 称 为 非常 返 状 态 的 逗留 时 间 。 引 入 6,5, 当 (= ; hf, 
б; =1, 否则 бу = 0. 考虑 到 首次 转移 ， 可 得 


t 
Sij = бу + >` PikSkj = бу + > Рь5к) (14) 
k &=1 


因为 常 返 状态 构成 了 封闭 子 集 , 过 程 不 会 从 常 返 状态 到 达 非 常 返 状态 , 所 以 {14) 式 
的 第 二 个 等 式 成 立 。 
以 S 表示 {sii j = 1,::- ,t} 构成 的 矩阵 ， 


811 812 *** Sit 
S=| : 
Sti St2 *** Stt 

应 用 矩阵 符号 , (14) 式 可 写成 

S= 工 +PTS 
其 中 I 是 t 阶 单位 矩阵 。 上 式 等 价 于 

(1—Рт)8=1 
PARIL (1 ~- Pr), 

S=(I— P+) `: 
基 {siji j} 可 以 通过 求 和 矩阵 工 - Pr 的 道 得 到 。 


例 21 考虑 赌 徒 破产 问题 , 其 中 p = 0.4, N = 7。 设 初始 财富 为 3, 计算 
(i) 赌 徒 财富 是 5 的 次 数 的 期 望 。 
(ú) 赌 徒 财富 是 2 的 次 数 的 期 望 。 

首先 , 矩阵 Pr 有 如 下 所 示 ， 
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@ C A O N rP 


I- P+ 的 逆 为 (可 应 用 数学 软件 直接 求 出 ) 


1.6149 1.0248 0.6314 0.3691 0.1943 0.0777 
1.5372 2.5619 1.5784 0.9228 0.4857 0.1943 
1.4206 2.3677 2.9990 1.7533 0.9228 0.3691 
1.2458 2.0763 2.6299 2.9990 1.5784 0.6314 
0.9835 1.6391 2.0763 2.3677 2.5619 1.0248 
0.5901 0.9835 1.2458 1.4206 15372 1.6149 


, 从 以 上 第 阵 , 即 得 
83,5 = 0.9228, 33,2 = 2.3677 


2. 非常 返 状态 的 到 达 概 率 

对 于 ie T,j e T, 以 fy 表示 Markov 链 从 状态 ШЖ, 在 某 一 时 刻 进入 状态 
j 的 概率 , 称 它 为 非常 返 状 态 的 到 达 概 率 。f;; 通过 Pr 可 以 容易 求 得 。 为 了 寻找 它 
们 之 间 的 关系 , 考虑 在 某 一 时 刻 过 程 是 否 到 达 状 态 j, 可 得 si 的 如 下 表达 式 。 


sy = E[ 处 于 ;的 时 间 | 从 ;出 发 , 在 某 一 时 刻 转移 到 四 所 
+E[ 处 于 j 的 时 间 | 从 i 出 发 , 从 未 转移 到 站 (1 — fy) 
= (fij + 835) + @у(1— fij) 
= 6:3 + fijSjj 
其 中 s; 是 从 状态 i 出 发 最 终 进 入 状态 7 之 后 , 处 于 状态 了 的 时 间 的 期 望 。 解 上 还 
方程 ， 


ей”. ТА 
fi = 一 -一 
Sjj 
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例 22 在 例 21 h, 赌 徒 在 某 时 刻 的 财富 为 1 个 单位 的 概率 是 多 少 ? 
由 例 21 中 的 结论 s3, = 1.4206, 81 у = 1.6149, 所 以 


faa = 2351 = 0.8797 
31,1 


作为 检验 , 注意 到 fs, 是 赌 徒 从 3 开始 , 在 到 达 7 之 前 到 达 1 的 概率 . 它 也 等 
于 赌 徒 从 2 开始 在 到 达 6 之 前 破产 的 概率 。 所 以 


1 — (0.6/0.4)2 


es nt 
fsa 1 一 (0.6/0.4)5 


= 0.8797 
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81 Poisson 过 程 的 定义 


1. 计数 过 程 

如 果 以 N (t) 表示 在 时 间 区 间 [0,4] 内 某 一 特定 随机 事件 发 生 的 总 次 数 , 那么 称 
随机 过 程 {N(t),t 2 0} 为 计数 过 程 。 由 定义 可 知 一 个 计数 过 程 {N{t),t > 0} 有 以 
ТЕЖ: 

(1) N(t) 取 值 为 非 负 整数 。 

(ü) 当 s <t 时 , N(s) < N(t), 而且 N(t) — N(s) 表示 (s,t] 时 间 内 事件 发 生 的 
次 数 。 

下 面 给 出 计数 过 程 的 一 些 实例 。 


例 1 以 N(t) 表示 到 时 刻 t 为 止 到 达 某 商店 的 顾客 人 数 , 那么 对 顾客 到 达 商 
店 这 一 事件 来 说 , {N(t), t > 0} 是 一 个 计数 过 程 。 需要 指出 , 如 果 以 N(t) 表示 在 时 
刻 上 时 商店 里 的 顾客 人 数 , 那么 {N(t),t > 0} 就 不 是 一 个 计数 过 程 。 

例 2 以 一 个 婴儿 的 出 生 代 表 一 个 事件 的 发 生 , 那么 以 N(t) 表示 到 时 刻 上 为 
止 的 出 生 总 人 数 时 , {N(t) t > 0} 是 一 个 计数 过 程 。 

з 以 N(t) 表示 某 个 足球 运动 员 到 时 刻 + 为 止 已 进 的 球 数 ， 足球 运动 员 
踢 进 一 球 就 表示 这 个 计数 过 程 的 事件 发 生 了 一 次 , 那么 {NN(t),t > 0) 是 一 个 计数 
过 程 。 

如 果 一 个 计数 过 程 在 不 相交 的 时 间 区 闻 内 发 生 的 事件 次 数 是 独立 的 , 则 称 它 具 
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有 独立 增 量 性 。 此 时 , 在 时 刻 s 之 前 发 生 的 事件 次 数 N(s) 与 在 时 间 (s, 内 发 生 
的 事件 次 数 N(t) — N(s) 是 独立 的 。 

在 例 1 h, 独立 增 量 性 的 假设 有 较 充分 的 理由 。 但 在 例 2 中 , ШЖ N(t) RK, 
即 在 [0,1] 内 出 生 的 历 儿 很 多 , 那么 在 时 刻 t 时 存活 的 人 可 能 很 多 , 这 可 能 会 导致 在 
时 间 (#t 十 引 内 出 生 的 人 数 也 会 很 多 , 即 N (t) 与 N(t + s) — N(t) 独立 的 理由 不 充 
分 。 在 例 3 中 , 在 假设 足球 运动 员 现在 进 球 的 几率 不 依赖 于 以 前 的 表现 下 , 独立 增 
量 假设 就 比较 充分 。 

如 果 一 个 计数 过 程 在 任 一 时 间 区 间 内 发 生 的 事件 个 数 的 分 布 仅 取决 于 时 间 长 
度 , 则 称 它 具 有 平稳 增 量 性 。 换 言 之 , 如 果 对 任意 的 s > 0t < tz 在 时 间 区 间 
(ti + s,tə + s] 内 发 生 的 事件 次 数 N (ta + s) 一 N(ti + s) 与 在 时 间 区 间 (#1,t2] 内 发 
生 的 事件 次 数 N(tz) — N(t1) 有 相同 的 分 布 , 那么 称 计数 过 程 具有 平稳 增 量 性 。 

在 例 1 中 , 当 人 们 不 会 在 某 些 时 段 内 更 倾向 于 进入 商店 时 , 平稳 增 量 性 假设 才 
是 合理 的 。 因 此 , 如 果 每 天 都 存在 一 个 购物 的 高 峰 时 段 , 那么 平稳 增 量 的 假设 是 不 
成 立 的 。 在 例 2 中 , 只 有 当 人 们 认为 地 球 上 的 人 口 总 数 基 本 上 是 一 个 常数 时 (这 是 
大 多 数 人 都 不 支持 的 观点 ), 平稳 增 量 假设 才 可 能 成 立 。 在 例 3 中 , 对 一 场 比赛 来 说 ， 
平稳 增 量 假 设 是 可 以 堵 受 的 。 


2. Poisson 过 程 


Poisson 过 程 是 非常 特殊 的 计数 过 程 , 它 也 是 计数 过 程 中 最 重要 的 类 型 之 -一 , 其 
定义 如 下 。 

定义 1 如 果 计 数 过 程 {N(t),t > 0} 满足 以 下 条 件 : 

(i) N(0) = 0。 

(ü) М 具有 独立 增 量 性 。 

(їн) 在 长 度 为 t 的 时 间 内 事件 发 生 的 次 数 变量 服从 Poisson 分 布 , 参数 为 At， 
即 对 任意 的 s, t > 0， 


P(N(t+ s) — N(s) = n) = e-^ QH)" n = 0, ls 


n! ` 

那么 称 N 是 强度 参数 为 А (А > 0) 的 Poisson 过 程 。 

注意 到 从 定义 的 条 件 ( 诈 ) 可 知 Poisson 过 程 有 平稳 增 量 且 E[N(t)] = Xt。 参 数 
和 称 为 过 程 N 的 强度 。 

为 确定 一 个 计数 过 程 是 否 为 Poisson 过 程 , 须 验证 条 件 (i) ~ (ü) Жш) 。 条 件 (i) 
说 明 事 件 的 计数 是 从 0 开始 的 。 条 件 (i 通常 可 以 从 对 过 程 的 了 解 情 况 直接 验证 ， 
但 直接 验证 条 件 {iii) 比较 困难 。 为 此 , 下 面 给 出 另 一 个 等 价 的 定义 。 

首先 , 对 函数 ЛО), 如果 im 二 = о, B h | 0 в], 称 函数 (В) 为 关于 用 
的 高 阶 无 穷 小 , 记 为 f(h) ~ olh) 
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定义 2 如 果 计数 过 程 (N(t),t > 0} 满足 以 下 条 件 ， 

(i) N(0) = 0。 

(ü) N 具有 平稳 独立 增 量 性 。 

(iii) P{N(h) = 1} = Ah + о(ћ). 

(iv) P{N(h) > 2} = o(h). 
那么 称 N 是 强度 参数 为 的 Poisson 过 程 。 

定理 1 定义 1 和 定义 2 是 等 价 的 。 

证 明 下 面 仅 证 明 由 定义 2 可 推出 定义 1, 至 于 如 何 由 定义 1 推出 定义 2 这 里 
不 再 给 出 。 

首先 , 对 给 定 的 u > 0, 引入 

g(t) = Elexp{—uN(t)}] 

下 面 推导 关于 g(t) 的 微分 方程 。 由 平稳 独立 增 量 性 ， 


g(t + h) = Ejexp(—uN(t + h)} 

= Elexp(—uN(t)) exp[ —u[N (t + h) — М(%)]}] 

= E|exp(—uN(t))|E[exp(—u[N (t + h) – N(t))} 

= g(t)g(h) 

由 定义 2 的 (їн) 和 (iv), 可 得 
P{N(h) = 0} = 1 — Ah + о(А) 
因此 , 分 别 考 虑 N(h) = 0, N(h) = 1 Ñ N(h) > 2, 并 由 全 概率 公式 , 可 得 
Е[ехр{—иМ(Һ)}| = 1 — АҺ + o(h) + e"(Àh + o(h)) + olh) 
= 1 — Ah+ e "Àh + o(h) 


(2) 


因此 , 由 (1) 式 和 (2) 式 , 可 得 
g(t + h) = g(t)(1 — Ah + e™Ah) + o(h) 


变形 即 得 
g(t 出 Д Е g(t) = glt) Ale ™ A 1) + 2 
$ h | 0, 取 极 限 得 到 


g'(t) = g(t)A(e" — 1) 
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ERRE i 
90) е 
ngt) = у 一 Xe“ 一 了 
两 边 取 积分 , 注意 到 由 定义 2 的 (i) ,可 得 g(0) = 1. 最 后 得 到 


g(t) = ехр[А6ет" — 1)] 


上 述 结 论 表 明 , N(t) BJ Laplace 变换 是 еле "— 1) 它 是 均值 为 At 的 Poisson 随机 
变量 的 Laplace 变换 。 至 此 即 证 定义 1 中 的 ( 道 ) 。 

关于 Poisson 过 程 , 最 后 指出 以 下 两 点 : 

(i) 在 一 定 条 件 下 , Poisson 分 布 是 二 项 分 布 的 近似 , 这 可 以 解释 为 什么 N(t) 有 
Poisson 分 布 。 具体 地 讲 , 把 区 间 (0, 0 划分 为 足够 多 的 上 个 相等 的 部 分 。 由 定义 2 
的 条 件 (iv) 可 知 , 当 上 很 大 时 , 对 于 大 个 子 区 间 的 任意 一 个 区 间 来 说 , 在 其 中 发 生 两 
个 或 两 个 以 上 事件 的 概率 趋 于 0, 即 在 每 个 区 间 内 事件 发 生 的 次 数 近似 于 Bernoulli 
分 布 变量 。 因此 , 由 平稳 和 独立 增 量 性 , Nit) 近似 服从 参数 为 (k.p) 的 二 项 分 布 , 其 
P p= A(t/k) 十 olt/k)。 当 卡 趋 近 于 oo 时 , 可 知 N(t) 服从 Poisson 分 布 , 其 均值 为 


t t 
Jim k É +o (| = Àt 
(ü) 由 定理 的 证 明 可 知 , 定义 2 PRRI) Gi) 和 (iv) 可 以 改 为 : 对 任意 的 十 
在 区 间 (tt + h) 内 只 发 生 一 次 事件 的 概率 是 Ah + olh), 而 发 生 两 次 及 两 次 以 上 的 
概率 是 o(h). 
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1. 到 达 时 间 间 隔 

对 强度 参数 为 和 的 Poisson 过 程 N, 记 第 一 次 事件 发 生 的 时 间 为 五 。 进 一 步 ， 
当 > 2 时 , 以 元 表示 第 n 一 1 次 事件 发 生 到 第 n 次 事件 发 生 之 间 的 时 间 间 隔 。 
Ж {Th,n = 1,2,.…} 为 到 达 时 间 间 隔 序 列 。 例 如 , 设 Тү = 5.T; = 10 那么 Poisson 
过 程 的 第 -一 次 事件 发 牛 在 时 刻 5, 第 二 次 事件 发 生 在 时 刻 15. 

下 面 确定 T, 的 分 布 。 首 先 , 注意 到 事件 (T, > t) 发 生 当 且 仅 当 Poisson 过 程 
在 区 间 [0,4 中 没有 事件 发 生 , 因此 

Р{Т, >t) = P(N(t) = 0) = е^ 

即 Ту 服从 均值 为 1/ 和 的 指数 分 布 。 进一步 ， 


Р{Т» > t) = Е[Р{Т» > t|T,)| 
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由 平稳 独立 增 基 性 ， 


P{T > t|T, = в} = P{(s,s 十 丰 内 没有 事件 发 生 |T! = s) 
= P{(s,s 十 丰 内 没有 事件 发 生 } (3) 


= e-M 


从 而 T, 也 服从 均值 为 1/X 的 指数 分 布 , 而 且 T, 与 T, 独立 。 重 复 以 上 论述 , 即 得 


性 质 1 {Tn,n = 1,2,…} 是 独立 同 分 布 的 指数 随机 变量 , 均值 为 1/》。 

性 质 1 的 结论 很 直观 。 由 平稳 独立 增 量 的 假设 , 在 任意 时 刻 , Poisson 过 程 在 概 
率 意义 下 重新 开始 , 在 某 一 时 刻 及 其 以 后 发 生 的 事件 与 该 时 刻 以 前 发 生 的 事件 是 独 
立 的 。 换言之 , Poisson 过 程 具有 无 记忆 性 。 由 概率 论 中 的 结论 , 具有 无 记忆 性 的 连 
续 型 分 布 只 有 指数 分 布 。 


2. 等 待 时 间 
记 Sn 为 第 n 次 事件 的 到 达 时 间 ， 


S, = Уп, п> 1 
iml 

Sn 也 称 为 第 n 次 事件 发 生 的 等 待 时 间 。 

由 性 质 1 可 知 ，S。 服 从 参数 为 (n, 和) 的 Gamma 分 布 , Вр 5, 的 概率 密度 函 
数 为 
CMY 
(п — 1)!” 

(4) 式 也 可 通过 另外 一 种 方式 得 到 。 注意 到 第 n 次 事件 在 时 刻 t 之 前 发 生 , 等 
价 于 到 时 刻 t HEDRET n 次 事件 , 即 (S, < t) 和 (N(t) > n) 是 等 价 的 。 因 此 ， 


/5„@) = ес“ 





t>0 (4) 





Fs, (t) = P{Sn < t} = PIN(t) > n) = N «М Ее 
jan 
求 导数 可 得 
= 所 -at (Мут! 
fs. (t) = – 4 м (At)? js Уж À са 


М-м а, Е + k уе i к 2 -м о 


_ м ул! 
аў 
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另外 , 还 可 以 用 下 面 的 方法 求 得 S, 的 密度 函数 ， 
P{t < Sn <t+h) =P(N(t] =n — 1,1 H(t,t +h AREKE} + olh) 
=P(N(t) =n 一 1}P{(t,t 十 hh 内 发 牛 一 次 事件 } + olh) 
_„=М (А)"-! 
”人 一 可 
-at (№)! 
(п — 1)! 
在 上 式 两 边 同 除 以 h, $ h | 0, 可 得 


м (х7! 
fs.) = 


例 4 假设 人 们 移居 到 某 一 地 区 服从 入 = 1 人 /天 的 Poisson 过 程 , 那么 
(i) 第 10 个 移民 到 达 的 时 间 期 望 为 
E[Sio] = 105 = 10( 天 ) 
(п) 第 10 个 和 第 11 个 移民 到 来 的 时 间 间 隔 超 过 两 天 的 概率 
P{T11 > 2} = e 23 = e-2 =; 0.133 


从 性 质 1 出 发 , 可 以 得 到 Poisson 过 程 的 另 一 种 定义 方法 。 首 先 给 出 均值 为 
1/A 的 独立 同 分 布 指数 分 布 随机 变量 序列 {Tan > 1}, 然后 定义 一 个 计数 过 程 N. 
使 得 第 n 次 事件 的 发 生 时 间 为 


S.,= T +T+ +7, 
ЖА {N(t),t > 0) 就 是 强度 为 A 的 Poisson 过 程 。 此 时 N (t) 的 具体 形式 为 
0, 0<t<T 
№) = Ç 1, T; <t < 5, 





[Аһ + о(А)] + o(h) 


= Де 





h + o(h) 


3. Poisson 过 程 的 分 解 


对 强度 参数 为 А 的 Poisson 过 程 {N(t),t > 0), 如 果 按 某 -- 属 性 , 可 把 事件 归 
为 两 类 : 第 1 类 或 第 [类 。 假设 每 一 次 事件 可 归 为 第 1 类 的 概率 是 p, 可 归 为 第 II 
类 的 概率 为 1 - p, 而 且 独 立 于 其 他 事件 。 例如, 假设 到 达 某 商店 的 顾客 人 数 构成 
Poisson 过 程 , 而 且 每 一 个 顾客 是 男性 或 女性 的 概率 各 为 1/2, 那 么 第 类 事件 对 应 
于 男性 顾客 的 到 达 , 第 攻 类 事件 对 应 于 女性 顾客 的 到 达 。 

їй Ni(t) 和 N. (t) 分 别 表示 在 区 间 |o, t] 内 发 生 的 第 1 类 事件 的 次 数 和 第 于 类 
事件 的 次 数 。 注意 到 N(t) = Ni (t) + N2(t)。 
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性 质 2 {Ni(t),t > 0) 和 (N.(t),t > 0} 都 是 Poisson 过 程 , 相应 的 参数 分 别 
为 Ар HAO — р), 而 且 这 两 个 过 程 相 互 独立 。 


证 明 首先 计算 联合 概率 P(N (t) = п, Nalt) = m}。 由 全 概率 公式 可 得 
P { Ni(t) = n, Nx(t) = m} 
= SPNG) = n, No(t) = m| N (t) = k}P{N (t) = k} 
k=0 


一 方面 , 为 使 区 间 [0.1] KA п 个 第 工 类 事件 和 m 个 第 开 类 事件 发 生 , 那么 须 
fi път APERE., ATA К зп т 时 ， 


P(N) (t) = n, No(t) = m|N(t) = k) = 0 
因此 


P { Ni(t) = n, N;(t) = m) 
= РОМ) = n, Na(t) = miN (t) = n + m}P{N (t) =n +m) 


= P(N,(t) = n, Nalt) = m} N (t) = n + m}e™™ 让 


男方 面 , 在 + m 个 事件 中 , 有 п 个 第 1 类 事件 和 m 个 第 了 类 事件 的 概率 


п +m n л 
р"(1-— р) 
п 


път} m. = САВ" 
P(N,(t) = n, Nz(b = m) = ` [> (1-р)"г "G L mi (в) 


ре ме 040)" онаа) et - р))" 
(5) 式 表明 ,Ni(t) 和 № (2) 都 有 Poisson 分 布 , 参数 分 别 为 Apt 和 А(1 — ру, 而且 
N. (t) 和 N. (t) 是 独立 的 。 

其 次 , 需要 再 验证 定义 1 的 其 他 条 件 成 立 , 从 而 证 明 (N, (t), t > 0) 是 强度 参 
数 为 Ар 的 Poisson 过 程 , {Nz(t),t > 0) 是 强度 参数 为 А(1— p) 的 Poisson 过 程 。 此 
处 不 再 展开 。 

{Ni(t),t > 0} 和 {Nz(t),t > 0} 都 是 Poisson 过 程 比 较 容易 理解 , 但 令 人 惊 
奇 的 是 它们 的 独立 性 。 假 设 到 达 某 银行 的 顾客 人 数 服从 А = 1 人 /小 时 的 Poisson 





从 而 
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过 程 , 而 且 每 个 顾客 是 男性 或 女性 的 概率 各 为 1/2。 设 想 在 最 初 的 10 个 小 时 内 有 
100 位 男 顾 客 到 达 银 行 , 那么 在 这 段 时 间 内 女 顾 客 到 达 人 数 的 期 望 是 多 少 呢 ?有 人 
也 许 会 想当然 地 认为 : 因为 男 顾客 到 达 的 人 数 是 100, 而 且 每 个 顾客 是 男性 的 概率 
是 1/2, 所 以 女 顾客 到 达 人 数 的 期 望 也 应 该 是 100. 但 是 , 由 性 质 2 可 知 , 这 样 的 推 
理 并 不 正确 。 在 最 初 的 10 小 时 内 女 顾 客 到 达 人 数 的 期 望 是 5, 它 与 这 段 时 间 内 的 
男 顾 客 到 达 人 数 是 独立 的 。 

为 了 从 直观 上 理解 性 质 2, 可 作 如 下 推理 : 把 区 间 [0,1] 划分 为 长 度 均 为 t/n 的 
п 个 子 区 间 , 这 里 п 是 个 很 大 的 正 整 数 , 那么 每 个 子 区 间 包 含 单个 事件 的 概率 近似 
为 At/m。 因 为 每 个 事件 是 第 I 类 的 概率 为 p, 因此 在 n 个 子 区 间 的 任意 一 个 小 区 
间 内 , 或 者 没有 事件 发 生 , 或 者 发 后 第 | 类 事件 , 或 者 发 生 第 II 类 事件 , 相应 的 概 
率 分 别 为 

з=, P Ha =p) 

由 此 ， 从 二 项 分 布 的 极限 分 布 是 Poisson 分 布 这 一 结论 出 发 ， 可 以 得 出 Ni(t) 和 
N2(t) 分 别 服从 均值 为 Atp 和 At(1 — p) 的 Poisson 分 布 。 


例 5 如 果 迁 居 到 A 地 的 移民 服从 А = 10 人 / 周 的 Poisson 过 程 , 同时 假如 每 
个 移民 是 英国 后 裔 的 概率 是 1/12, 确定 在 二 月 份 没有 英国 后 裔 移民 迁居 到 A 地 区 
的 概率 。 

此 时 ,上 = 4, p = 1/12, 由 性 质 2 可 知 , 在 二 月 份 英国 后 裔 移民 到 A 地 的 数目 
服从 均值 为 10 x 4 x (1/12) = 10/3 的 Poisson 分 布 。 因 此 在 二 月 份 没有 英国 后 裔 
移民 迁居 到 A 地 区 的 概率 为 e713 = 0.0357。 

性 质 2 的 结论 很 容易 推广 到 有 r 个 子 类 的 情况 。 下 面 给 出 两 个 例子 。 


例 6 (员工 流动 问题 ) 考察 一 个 系统 , 其 中 的 个 体 是 相互 独立 的 , 每 个 个 体 随 
时 都 能 转移 到 个 可 能 状态 中 , 每 个 个 体 状态 的 改变 过 程 构成 转移 概率 为 Pj,i, = 
?的 Markov ВЕ, 即 在 某 时 刻 处 于 状态 i 的 个 体 , 在 下 一 时 刻 以 概率 Pij 转 
移 到 状态 у. 另外 , 每 个 个 体 在 系统 中 的 状态 转移 都 是 相互 独立 的 。 设 在 最 初 处 于 
状态 1,2,… r 的 个 体 数 都 是 独立 的 Poisson 随机 变量 , 均值 分 别 为 Xi, Aze, Aro 
确定 在 时 刻 n 处 于 状态 1,2,- r 的 个 体 数 的 联合 分 布 。 
人 Poisson 过 程 。 对 于 给 定 的 i， 引 入 уз), 
ј = 1,… r, 它 表 示 最 初 处 于 状态 i 而 在 时 刻 п 处 于 状态 j 的 个 体 数 。 每 一 个 
最 初 处 丁 状态 i 的 个 体 在 时 刻 n 处 于 状态 j 的 概率 为 PE), 这 里 РО) 表示 转移 概 
率 为 Pa 的 Markov 链 的 п 步 转移 概率 。 因此 (N; (i), = Ta т} 是 相 互 独立 的 均 
值 为 (APU) j= 1,… r} 的 Poisson 随机 变量 。 因为 相互 独立 的 Poisson 随机 变 


量 之 和 仍然 是 Poisson 随机 变量 , 由 此 可 得 在 时 刻 n 处 于 状态 j 的 个 体 数 N;(i) 
ё} 
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是 均值 为 TAR 的 Poisson 随机 变量 。 


例 7 ( 票 券 收集 问题 ) 有 т 种 不 同类 型 的 票 券 。 某 人 每 次 收集 到 的 票 券 都 独 
立 于 他 以 前 收集 到 的 票 券 , 且 收 集 到 第 j 种 票 券 的 概率 是 p;，》 C pi = 1。N 表示 


j=1 
为 凑 齐 完整 的 票 券 类 型 (使 得 每 一 种 类 型 票 券 至 少 都 有 一 张 ) 所 需要 收集 的 票 券 数 ， 
Ж E[N]. 
以 Ni 表示 为 了 收集 到 第 j 种 票 券 所 必需 收集 的 票 券 数 , 那么 N 可 表示 为 
N= 


max N; 
1<ј<т 


虽然 每 一 个 N, 都 服从 参数 为 p; 的 几何 分 布 , 但 随机 变量 Ni 不 相互 独立 , 因此 上 
面 给 出 N 的 表示 意义 不 大 。 

下 面 把 问题 转化 为 独立 随机 变量 的 最 大 值 问题 。 为 此 , 设 收 集 票 券 的 过 程 构成 
А = 1 的 Poisson 过 程 。 在 某 一 时 刻 收集 到 了 类 型 为 j 的 票 券 , 对 应 于 Poisson 过 
程 的 第 j 种 类 型 事件 发 生 , 1 < < т. ОД N) 表示 到 时 刻 t 时 收集 到 的 第 j 种 
ЯР, 由 性 质 2 可 知 {Nj,j = 1,… ,m} 是 相互 独立 的 Poisson 过 程 , 均值 分 别 为 
Ар; = pjj = 1 m, 以 Xi 表示 第 j 个 过 程 首次 事件 发 生 的 时 刻 , 引入 

Х = max Х, 

1<)&т 
X 表示 为 凑 齐 完整 的 收集 所 需要 的 时 间 。 因 为 Xi 服从 均值 为 p; 的 指数 分 布 , 而 
日 {Xj;,j = 1,… ,m} 相互 独立 , 由 此 可 得 


P(X < +} = P{maxX; < t) = Pí X; <t,jj=1,...,m) = а ~ ер!) 
j=1 


E[X] = Г Р(Х > t)dt - Г |. -- Пи -- =) dt (6) 
下 面 把 收集 到 一 套 完整 票 券 所 需要 的 时 间 的 期 望 值 ЕХ] 与 所 需 收集 的 票 券 
ЖН EIN] 联系 起 来 。 为 此 ， 以 T 表示 收集 票 券 的 Poisson 过 程 的 第 i 个 事件 的 人 到 
达 时 间 间 陋 。 显 然 , X = DT. 因为 T, 服从 参数 为 1 的 指数 分 布 且 相互 独立 , 所 
以 E[X] = EIN], BJ E[N] 由 (6) 式 给 出 。 
4. 一 个 概率 计算 问题 


下 面 考虑 关于 Poisson 过 程 的 一 个 概率 计算 问题 . 设 {N (t), t > 0} 和 {Ns(t),t > 
ОЈ ÆA H jh sy 0 Poisson 过 程 , 强度 参数 分 别 为 A 和 A. A 51 表示 Ni 的 第 п 
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次 事件 发 后 的 时 刻 ,S2 表示 N. 的 第 m 次 事件 发 生 的 时 刻 。 现在 计算 如 下 概率 
P{S < 52} 

先 考虑 п = m = 1 的 特殊 情形 。 由 性 质 1, Л (0) 首次 事件 发 生 时 刻 5! 和 
Na 人 ti) 首次 事件 发 生 时 刻 62 都 是 指数 随机 变量 , 均值 分 别 为 1/A 和 1/2 从 而 
P{S! < 51} = i (7) 
{7 了 ) 式 可 由 概率 论 的 初等 方法 计算 得 到 。 

现在 考虑 N (t) 的 两 个 事件 发 生 在 N.(t) 的 一 个 事件 前 的 概率 , Н! Р (SI < 52). 
引用 如 下 推理 : 为 使 N (t) 的 两 个 事件 发 生 在 Na 人 的 一 个 事件 前 , 首先 , BIR 
生 的 事件 须 是 N (0) 的 事件 , (7) 式 给 出 了 这 个 概率 。 另 外 , 给 定 最 初 发 后 的 事件 
来 自 和 Ni(t), 要 使 51 < 57, 第 二 个 事件 须 来 自 М, (0), 同时 ， 由 Poisson 过 程 的 无 
记忆 性 , 在 首次 事件 发 后 的 条 件 下 ,两 个 过 程 又 都 重新 开始 ,因此 , 条 件 概 率 也 是 
Ài /(А\ + А). 从 而 





2 
P {S} < 52} = G5) 
由 上 面 的 推理 可 知 , 发 生 的 每 次 事件 来 自 N (0) 的 条 件 概率 是 Ni/(A + A), 来 
自 Nelt) 的 概率 是 a/( 和 1 + A2), 而 且 独立 于 所 有 以 前 发 生 的 事件 。 换 言 之 ,Ni (t) 
的 п 个 事件 发 生 在 N2(t) 的 m 个 事件 发 生 之 前 , 等 价 于 在 投 币 试验 中 , п 次 正面 出 
现在 m 次 反面 之 前 , 其 中 出 现 正面 的 概率 为 Ni/(Ai + Аз). 这样 的 事件 要 发 生 , 当 
且 仅 当前 n+ m1 次 投 币 试验 中 至 少 出 现 n 次 正面 。 最 后 , 所 求 的 概率 为 


п+т- 1 п+ т 1 А k 入 n+m-—-1—-k 
$1 2 = 1 2 ) 
P (Si < 52} У; ( k (25) (5 


kan 
5. 到 达 时 间 的 条 件 分 布 


设 在 时 刻 t 之 前 , Poisson 过 程 的 一 个 事件 已 经 发 生 , 如 何 确定 事件 发 生 时 间 的 
分 布 ? 由 Poisson 过 程 的 平稳 独立 增 量 性 , 直观 上 有 充分 的 理由 认为 . 事件 发 牛 的 
时 间 应 服从 区 间 [0,2] 上 的 均匀 分 布 。 这 - -结论 是 正确 的 ,而且 容易 验证 如 下 :; 对 
8 < t, 
pf 人 < s, N(t)=1} 

РО) = l) 
< P{10, s) 内 发 生 一 次 事件 , [s,4] 内 没有 事件 发 生 } 
PIN) = 1) 
° Р((0, з) KEEP (s, IARA # {ЖЖ} 
P{N(t) = 1} 
Азе- Ае А-а) д 
ff 


Р{Т\ < s|N(t)= 1) = 
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上 述 结 论 可 以 进一步 推广 , 为 此 先 简单 介绍 顺序 统计 基 的 概念 。 

给 定 п 个 随机 变量 Yi, Yz, , Yn, 记 Yik) Ж Yie, Yn 中 第 上 个 最 大 值 , 那么 
就 称 Yay, Yap ,Yi 是 对 应 于 Yi, Yoe, Yn 的 顺序 统计 量 。 例 如, 设 n = 3, = 
4, = 5, Ya = 1, ЖА Yo) = 1, ү) = 4, Ya) = 5。 设 {Yii = 1 …… ,n) 是 独立 辣 分 
布 连续 型 随机 变量 , 概率 密度 函数 为 /那么 顺序 统计 量 (Yay, Yo, , Yig} 的 联 
ТЗ Er РА ЖУ) 

fy ya ga) =n! [| flui), л < o < < yn 
i=} 

为 说 明 上 式 成 立 , 注意 到 

(i) 当 (Yi, Y2, HET g YA) 分 别 取 值 于 (y1, Y2; еэ Yn) 的 n! 个 排列 时 ， (Ya): Ye), ... 
Yin)) = (Y1, Y2," Yn)» 

(ii) 对 1,2,… n 的 排列 ii, (0,0,0) = (ya,… oyin) 的 概率 密 


度 是 П f(yi,) = i flui). 


如 果 {i опр 是 [0,4] 上 独立 的 均匀 分 布 随机 变量 , 那么 由 前 面 的 结 
论 可 得 到 顺序 统计 基 ,Yn)} 的 联合 密度 两 数 为 


1 
fy м) = nl, 0< < <: < <t 


定理 2 在 NN(t) =n 的 条 件 下 ,m 个 到 达 时 间 51,… ,Sn 的 联合 密度 等 于 [0. 
上 п 个 独立 的 均匀 分 布 随机 变量 的 磊 序 统计 量 的 密度 。 


证 明 为 得 到 给 定 条 件 N(t) = F -Sn 的 条 件 密度 , 在 0 < si <- 
sn < t 时, 事件 (S, = s1, S2 = sa ,Sn = Sn, №) = п} 等 价 于 前 n+1 каня 
间 间 隔 满足 


(Ti = s1, T2 = 82 — sy ,Tn = Sn — 8-1, Tny > t — sn) 


因此 , 由 性 质 1 可 以 得 到 如 下 的 在 给 定 N t) = п 情况 下 Si, 5。 的 条 件 联合 窗 
度 
be f(s ) ` * ` у8ңу%) 
A тїс ткт; 
2 Ле А: Ме А82 — 81) ГЩ Ае ^з» -sn—t)e— А-8) 
Y e—Mt(At)" /n! 
n! 
tm 
定理 2 也 可 以 表述 为 , 在 [0.1] ARE n 次 事件 的 条 件 下 , 事件 的 发 生 时 间 是 
10,1 Еп 个 相互 独立 的 均匀 分 布 随机 变 虽 。 
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83 Poisson 过 程 的 应 用 举例 


本 节 通 过 一 些 例子 , 说 明 82 节 的 定理 2 的 各 种 应 用 。 

iH § 2 节 的 性 质 2, 如 果 Poisson 过 程 的 每 一 次 事件 归 为 第 Т 类 的 概率 为 p, 归 
为 第 证 类 的 概率 为 1 р, 那么 由 第 1 类 和 第 开 类 事件 分 别 构成 的 计数 过 程 是 相互 
独立 的 Poisson 过 程 , 强度 参数 分 别 为 Ap 和 A(] — р). 

进一步 ,现在 设想 有 k 个 事件 类 ， 而且-- 个 事件 被 归 为 第 i 类 的 概率 取决 
了 该 事件 发 生 的 时 间 。 具体 地 ， 设 发 生 在 时 刻 y 的 事件 被 归 为 第 i 类 的 概率 为 
Pi(y)，》_ Piu) = 1, 同时 该 事件 与 以 前 发 生 的 事件 独立 。 由 $2 节 的 定理 2 可 以 证 
明 下 面 性质。 

性 质 3 以 м) 表示 到 时 刻 t 时 第 i 类 事件 的 个 数 , 那么 {М = 1,… k) 
是 相互 独立 的 Poisson 过 程 , 强度 参数 为 

вм) =A Í Pils)as 
0 

HERA AUE Ф, 可 求 联合 概率 PIN (t) = ni,i = 1, -kje 首先 , 注意 到 总 

的 事件 个 数 为 Y nie Ki, 


1=1 


P { Ni(t) = т, , №0) = nk) 


k k 
== e {m0 = n: ,№() = ni| N) == Уло = "| 
i=] 


ї=1 


考虑 在 [0,4] 内 发 生 的 任意 事件 , 如 果 它 在 时 刻 s RE, 那么 它 是 第 i 类 事件 
的 概率 是 PP(s)。 另 外, 由 82 节 的 定理 2, 事件 发 生 的 时 间 在 (0, 内 均匀 分 布 , 因此 ， 
在 (0,t) 内 发 生 的 事件 为 第 ;类 事件 的 概率 为 


1 t 
Р; = 1], Р, (=) 
考虑 条 件 概 率 
k 
мо = Y , Nk (t) == 由 | NO) ws En) 


i=] 


k 
它 是 多 项 分 布 的 概率 , 》 n; 中 的 每 次 试验 以 概率 P, 出 现 第 i 种 类 型 事件 ， 
i=} 


5") 


m! пк! 





k 
pfn = ni,- , N. (t) = mix|Ntt) 三 En) = 


i=l] 


P <- P" 
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最 后 ， 
h аб 
P{N (t) = ni,- Nelt) = nk) = pe .Pree ) _ 
区 中 
= He эла" 
下 面 举例 说 明 性 质 3 的 应 用 。 


例 8 (无 限 服 务 台 队 列 ) 假设 顾客 到 达 某 服务 台 构 成 参数 为 A 的 Poisson 过 
程 。 每 当 顾客 到 达 服 务 台 即 有 一 名 服务 员 为 其 服务 , 设 有 充分 多 的 服务 员 , 顾客 到 
达 服 务 台 后 立即 接受 服务 而 无 需 等 待 。 设 每 个 顾客 到 达 后 的 服务 时 间 服 从 某 分 布 
G. A X(t) 和 Y(t) 分 别 表示 到 时 刻 t 为 止 已 经 接受 和 正在 接受 服务 的 顾客 人 数 ， 
现在 考虑 这 一 随机 服务 系统 的 效率 , 也 就 是 要 计算 X(t) 和 Y(t) 的 分 布 。 

为 此 , 首先 把 顾客 归 为 两 类 ; 到 时 刻 t 为 止 已 经 接受 服务 的 归 为 第 I 类 , 而 到 
时 刻 二 为 止 仍 正在 接受 服务 的 归 为 第 开 类 。 假设 某 顾 客 在 时 刻 s (s < t) 进入 服务 
台 , 如 果 服 务 时 而 少 于 t 一 s, 那么 该 顾客 归 为 第 工 类 。 由 于 服务 时 间 的 分 布 为 G. 
可 知 该 事件 发 生 的 概率 为 G(t - s)。 类 似 地 , 如 果 顾 客 在 时 刻 s (s <t) 进入 服务 台 ， 
那么 该 顾客 归 为 第 开 类 的 概率 为 G(t 一 s) = 1 — G(t — з). BER З 可 知 , 到 时 刻 1 
为 止 已 接受 服务 的 顾客 人 数 X(t) 服从 Poisson 分 布 , 均值 为 


t t 
E[X(t)] = af G(t — s)ds = af G(y)dy 
而 在 时 刻 t 正在 接受 服务 的 顾客 人 数 Y (t) 也 服从 Poisson 分 布 , 均值 为 


t t 
E[Y (t)] = \[ G(t — s)ds = af G(y)dy 


进一步 , X(t) 与 Y(t) 相互 独立 。 
现在 计算 Y(t) 5 Y(t + s) 的 联合 概率 。 为 此 , 对 顾客 进行 以 下 分 类 : 
(1) 在 时 刻 二 之 前 到 达 并 在 上 与 上 + s 之 间 完 成 服务 的 顾客 。 
(2) EMA t 之 前 到 达 并 在 t+ s 之 后 完成 服务 的 顾客 。 
(3) 在 时 刻 上 与 上 + s 之 间 到 达 并 在 t 十 s 之 后 完成 服务 的 顾客 。 
(4) 其 他 。 
因此 在 时 刻 y 到 达 的 顾客 归 为 第 i 类 的 概率 是 


Pi(y) = G(t+s—wu)-G(t—wu), y<t 
0, 其 他 
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Glt+s—y), y<t 
Р,(у) = 
(у) Ë 其 他 
n) foet шо 


Pily) = 1 — Pi (y) — Р(у) — P, (u) 


ШОМ; = Ni(s + t),i = 1,2,3 表示 第 i 类 事件 发 生 的 次 数 , 由 性 质 3 可 知 ， 
N; i =1,2,3 是 独立 的 Poisson 随机 变量 , 均值 分 别 为 


+5 
EIN) = | Pi(y)dy, i=1,2,3 
0 


EEH Y(t) = Ni + №, Y(t + s) = № + Ns, Y (t) 5 Y (t + s) 的 联合 概率 为 


P{Y (t) = i, Y (t +s) = j} = РОМ + N> = i, № + N3 = j} 
miní(i,;) 
= Y) P(N, =IIN =i-L N =j-1l 
{=0 
min(1,7) 
= У? РМ = РМ = і – IJP(Ns = j- l) 
1=0 


Соу[Ү (t), Y (t + )] = Cov(N] + №, № + Мз) 
= Соу(№, №) = Var( N2) 


t 
=a f G(t + s — y)dy 
0 
t 
=, f С(и + s)du 
0 


在 上 面 的 推导 中 , 用 到 了 М, = 1,2,3 的 相互 独立 性 , 以 及 Poisson 随机 变量 的 方 
差 与 期 望 相 等 的 结论 。 


例 9 (相遇 次 数 最 小 化 ) 设想 进入 某 单行 道 高 速 公 路 的 汽车 构成 参数 为 和 的 
Poisson 过 程 。 汽车 由 位 置 а 点 进入 , 由 位 置 b 点 高 开 。 每 辆 汽车 的 速度 是 个 常数 ， 
个 同 汽车 的 速度 随机 地 由 分 布 G 来 决定 。 假设 在 时 刻 s 驶 入 高 速 公 路 并 且 可 以 自 
由 选择 车 速 , 那么 以 多 大 的 速度 行驶 能 使 得 与 其 他 车 辆 相遇 次 数 的 期 望 值 最 小 ? 当 
超过 别 的 车 或 者 被 别 的 车 超过 时 , 就 称 为 一 次 相遇 。 

下 面 要 证 明 对 于 很 大 的 s 来 说 , 能 使 得 与 其 他 车 辆 相遇 次 数 的 期 望 值 最 小 的 
速度 是 速度 分 布 G 的 中 位 数 。 设 所 选择 的 速度 是 т, 记 d = b~ a 表示 高 速 公 路 的 
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长 度 。 选 定 了 速度 z 后 , 那么 汽车 将 在 时 刻 s 进入 公路 , 而 在 时 刻 s 十 to 离开 公路 ， 
这 里 如 = d/z 为 行驶 时 间 。 
汽车 进入 高 速 公 路 构成 参数 为 A 的 Poisson 过 程 。 每 辆 汽车 都 根据 分 布 G Ж 
选择 一 个 速度 X, 从 而 行驶 时 间 了 = d/ X. і Е літ Т 的 分 布 ， 
F(t) = P{T < t} = P{d/X < t) = P{X > d/t} = G(a/t) 
如 果 另 外 一 辆 汽车 在 时 刻 上 进入 了 高 速 公 路 , 就 称 发 生 了 一 次 事件 , 而 且 如 果 
这 辆 车 与 开始 参照 的 车 相遇 , 就 把 事件 归 为 第 1 Ж. 开始 参照 的 车 将 在 时 刻 s 进入 
公路 并 在 时 刻 s+ to 离开 公路 。 因 此 , 参照 车 将 与 在 时 刻 s 之 前 进入 而 在 时 刻 s+ to 
之 后 离开 公路 的 车 相遇 (参照 车 在 公路 上 超过 别人 的 车 ), 还 将 与 在 时 刻 s 后 进入 公 
路 但 在 时 刻 s + to 前 离开 公路 的 车 相遇 (别人 的 车 超过 参照 车 )。 总 之 , 在 时 刻 t 进 
入 公路 的 汽车 , 如 果 它 的 行驶 时 间 T 满足 以 下 条 件 , 那么 两 辆 车 将 会 相遇 : 或 者 
t+T>s+to, t<s 
或 者 
t+T<s+t, s<t<s+to 
如 前 所 述 , 在 时 刻 t 发 生 的 事件 可 归 为 第 I 类 的 概率 P(t) 为 
P{t{+T>s+to} =F(s+to—t), t<s 
P(t) = + P{t+T <s+to) =F(s+to—t), s<t<s+to 
0, t>s+to 
由 性 质 3, 第 1 类 事件 的 总 次 数 服从 Poisson 分 布 , 其 均值 为 


ос s s+to 
af P(t)dt = af Pls +t- ata f F(s + to — t)dt 
sto to 
= А Ғ Ж 
К Wav+ [Еду 

为 求 使 上 述 期 望 值 达 到 最 小 的 to, 对 上 式 取 导数 , 得 到 

à © w д 

元 fa 7 рда) = MP(s + to) = F(to) + F(to)) 
令 上 式 右 边 为 0, 注意 到 当 s 很 大 时 , P(s + to) == 0, 因此 最 优 的 行驶 时 间 to 满足 


F(to) – P(to) = 0 


对 上 式 变形 ， 
F(to) — 1 — F(to)] = 0 
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F(to) = 0.5 


从 而 最 优 的 行驶 时 间 是 行 台 时 间 分 布 的 中 位 数 。 因 为 X = а/т, 对 应 的 最 优 速度 
то 是 速度 分 布 的 中 位 数 , Вр 
G(zo) = 0.5 
综 上 所 述 , 对 于 任意 的 速度 z 来 说 , 与 其 他 汽车 相遇 的 次 数 是 Poisson 随机 变 
BL. 而 及 当 z 到 速度 分 布 G 的 中 位 数 时 相遇 次 数 的 均值 达到 最 小 。 
例 10 (对 HIV 病毒 携带 者 人 数 的 估计 ) 当 一 个 人 感染 了 HIV 病毒 时 , 在 疾 
病 镍 状 出 现 之 前 会 有 相当 长 的 一 段 潜 伏 期 , 这 使 得 公共 卫 牛 部 门 对 在 某 一 时 期 人 群 
中 已 感染 病毒 的 人 数 估 计 十 分 困难 。 下 面 对 该 现象 建立 一 个 近似 模型 , 以 得 到 对 已 
感染 人 群 的 粗略 估计 。 
假设 感染 HIV 病毒 的 人 群 构成 未 知 参数 为 的 Poisson 过 程 。 假设 从 感染 病 
毒 到 出 现 疾 病症 状 的 时 间 是 服从 已 知 分 布 G 的 随机 变量 , 而 且 对 于 不 同 的 个 体 , Ж 
伏 期 是 相互 独立 的 。 
以 N (t) 表示 到 时 刻 t 为 止 已 经 表现 出 疾病 症状 的 人 数 。 另 外 ,以 _N2(t) # 
小 HIV 呈 阴 性 但 到 时 刻 + 为 止 仍 未 表现 出 疾病 症状 的 人 数 。 因 为 在 时 刻 s 感染 
病毒 的 个 体 到 时 刻 t 为 止 表现 出 症状 的 概率 为 G(t — s), 没有 表现 出 症状 的 概率 为 
G(t — s), 所 以 由 性 质 3 可 得 Ni(t) 和 М, (Р) 是 独立 的 Poisson 随机 变量 , 均值 分 别 
为 
t t 
ЕМ] = л / ойд / G(y)dy 


Е[№,(2)) = af G{t — s)ds = af С(у)ду 
0 0 
如 果 А 是 已 知 的 ， 那 么 可 以 用 它 来 求 到 时 刻 上 为止 已 感染 病毒 位 尚未 有 峙 
状 表现 的 N2(t) 的 估计 下 [Na(tj。 但 这 里 和 是 未 知 的 ,为 些 需 估计 入 。 如 果 已 知 
Na = пу, 那么 可 以 用 它 对 均值 E[N,(t)] 进行 估计 ， 
nı = E[N (t)] = af G(y)dy 


从 而 入 的 估计 值 入 可取 为 


nı 
t 
/ G(y)dy 
Нар З u T W SAHI Ж ЖЕРИ НОАК A ЖЕ. 


kë 





t 
w m f бойду 
йд =À f Gudy —0— 
i p EWA 
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例如 , 假设 G 是 均值 为 u 的 指数 分 布 , Gly) = eu 通过 简单 计算 得 到 


nin (1 — et) 


№0) = t — p(l — е-и) 


现 举例 说 明 , 如 取 t= 16 年 , p= 10 年 , ni = 22 万 人 , 那么 在 时 刻 16 时 已 经 
感染 了 病毒 但 尚未 表现 出 症状 和 的 人 数 估计 为 


220(1 -e 16) 


16100 — e-1:6) = 21.90 (万 人 ) 


#== Brown 运动 


81 Brown 运动 的 定义 及 一 些 基 本 性 质 


1. 定义 

首先 考虑 一 维 对 称 随 机 游 动 。 假 设 有 一 个 粒子 初始 位 置 为 0, 它 在 直线 上 作 
随机 游 动 ， 在 每 个 单位 时 间 内 等 可 能 地 向 左 或 向 右 移动 一 个 单位 长 度 ， 这 是 一 个 
Markov 链 , 它 的 一 步 转移 概率 是 рат = pii- = 0.5, = 0, 土 1,…。 现 在 改变 时 间 
与 空间 单位 , 使 得 在 越 来 越 短 的 时 间 间 隔 里 移动 的 步 长 越 来 越 小 , 以 一 定 的 方式 取 
极限 , 那么 极限 过 程 就 是 Brown 运动 。 

确切 地 说 , 设 每 隔 At 时 间 粒 子 等 可 能 地 向 左 或 向 右 移动 Ar 的 距离 , 如 果 以 
X(t) 表示 时 刻 粒子 的 位 置 , 那么 


X(t) = Ar(Xı +--+ Хууда) (1) 


在 (1) 式 中 , |t/At] 表示 t/At 的 整数 部 分 , {X1 Xn) 是 独立 同 分 布 随 机 变 
HL, 其 定义 如 下 
x. 1 如 果 第 i 步 向 右 移 
` ”| -1， 如 果 第 i 步 向 左 移 


Р(Х; = 1} = РХ; = -1} =3 
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由 E[X,] = 0,Var( Xi) = E[X2] = 1 以 及 (1) 式 , 可 得 


E[X(1)] = 0 
Var[|X (t)] = (Az)2[t/ At] 


现在 选择 Ах 和 At 趋 于 零 的 方式 。 对 不 同 的 方式 , 极限 是 不 同 的 。 例 如 , 如 
果 取 Ат = At, 那么 当 At 一 0 BF, 对 任意 的 t, E[X(t)] = 0, Var[X(t)] 一 0 从 而 
X(t) — 0。 

下 面 取 Ат = a At, o > 0 为 某 常数 。 从 (2) 式 可 知 当 At 一 0 时 

E[X(t)] = 0 


(2) 


Var|X(t)] 一 了 2 

以 上 述 方式 得 到 的 极限 过 程 仍 记 为 X, 现在 给 出 X 的 一 些 直观 性 质 。 首 先 ， 
Х(0) = 0, 另外 , 由 (1) 式 和 中 心 极限 定理 可 得 

(i) X(t) 服从 均值 为 0, 方差 为 t 的 正 态 分 布 。 

其 次 , 由 于 随机 游 动 在 不 相交 的 时 间 区 间 中 的 变化 是 独立 的 , 所 以 

(ü) (X(t),t > ú) 有 独立 增 量 性 , 即 对 于 所 有 的 丰 < t < -< ta, X(t,) 一 
X(ta-i), X (tn-1) — X (tn-2) -+ , X (t2) — X(ti), X(ti) 是 相互 独立 的 。 

最 后 , 因为 随机 游 动 在 任意 时 间 区 间 中 的 位 置 变化 的 分 布 只 依赖 于 区 间 的 长 
度 , 从 而 

(її) {X (t) t > 0} 有 平稳 增 量 性 , 即 X(t + s) 一 X 人 的 分 布 与 二 无 关 。 

上 面 给 出 了 一 些 直观 性 质 , 下 面 给 出 Brown 运动 的 定义 。 

定义 如果 随机 过 程 X = {X(t),t > 0) 满足 以 下 性 质 , 那么 就 称 X 为 Brown 
运动 。 

(i) X(0) = 0, X 的 轨道 是 连续 的 。 

(ü) {X (t), t > 0} 有 独立 平稳 增 基 性 。 

(iii) 对 每 个 t > 0, X(t) ~ N(0,a2H)。 

Brown 运动 (有 时 也 称 为 Wiener 过 程 ) 是 应 用 概率 论 中 最 常见 的 随机 过 程 之 一 。 
Brown 运动 已 经 被 广泛 应 用 于 数学 的 其 他 领域 , 如 微分 方程 、 调 和 分 析 等 , 它 在 数 
理 金融 中 也 有 重要 应 用 。 

特别 地 , 当 o = 1 时 , X 称 为 标准 Brown 运动 。 对 于 一 般 的 Brown 运动 X, 如 
记 B(t) = Х(2)/с, ЖА В 就 是 标准 Brown 运动 。 因 此 , 除非 特别 指明 , 通常 都 假 
设 o=1。 
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2. 关于 Brown 运动 的 一 些 分 布 函数 
设 X(t) ~ №(0, 1), X (t) 的 密度 函数 为 


1 e 22 /2t 





(z) = 
下 面 求 (X(6) X (t2) ХО) 的 联合 密度 函数 , Жр ti < t<- < tno 
首先 , 注意 到 以 下 两 组 等 式 是 等 价 的 。 
(X(h) = zi, X(ta) = za X (tn) = za) 
t rX (tn) — X(ta-1i) = En ~ 2-1} 


X (tn) a X(tn-1) 是 相互 独立 的 ， 
X (tn) 的 联合 密度 


{X (t1) = z1, X (t2) – X (t1) = T2 т, 

其 次 , ЗМЕЕ X (t1), X (t2) — X (ti), 
另外 X (te) — X (tk-1) ~ N(0, tk — 1). 因此 , X (t1), X (t2) 
函数 是 


f(T1, 72, Za) = ЖЕК W 一 21)… 天 -ti(Zn 一 Zn-1) 


(z. = Zn_1)2 






(3) 






(2л)"' *[ti (t2 —ti)::: (tn — tn-1)] 
由 上 面 的 结论 , 可 以 得 到 另外 一 些 感 兴趣 的 分 布 。 例 如 , в < t, tAE X(t) = b, 
可 求 出 X(s) 的 条 件 分 布 。 下 面 给 出 条 件 密度 函数 ， 


_ 六 (z) 天 -了 一 如) 
fa (z]b) "= f.(b) 
(b — z)2 } 


K т? 
ü =:  2(t— s) 


-nwla (2225) 


С (z — bs /t)2 
аа {- 2s(t — s)/t ) 


其 中 Ki, К, Кз 是 不 依赖 于 z 的 系数 。 从 上 面 表示 可 知 , X(s) 的 条 件 分 布 是 正 态 
分 布 , 而 且 





EIX(s))X(t) = b) = b & 
Var[X(s)|X(t) = b] = i(t 一 引 


例 在 甲乙 两 名 选手 的 自行 车 比赛 中 , 以 Y(t) 表示 当 完 成 100t% 的 比赛 路 程 
时 , 甲 领先 的 时 间 ( 以 秒 计 )。 假设 {Y(t),0 < t < 1} 是 方差 为 02 的 Brown 运动 。 
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(1) 如 果 在 比赛 路 程 中 点 时 甲 领先 o 秒 , 那么 甲 将 赢 的 概率 是 多 大 ? 
(ü) 如 果 甲 以 Ü 秒 领先 赢得 比赛 , 那么 甲 在 路 程 中 点 时 领先 的 概率 是 多 大 ? 
直接 由 定义 , 可 求 出 第 一 个 概率 。 
(i) 
P(Y(1) > 0|У(1/2) = o) = P{Y (1) — Y(1/2) > -olY (1/2) = o) 
= P{Y (1) – Y(1/2) > -о} = P{Y (1/2) > —o} 


a p| ¥0/2) ey е 
22 > va} (V2) ~ 0.9213 


其 中 @(z) = Р{М(0,1) < z) 是 标准 正 态 分 布 函数 。 
(ii) 
P{Y (1/2) > 0Y (1) = o) 
当 X(t) = Y(t)/o Bt, {X(t),t > 0) 是 标准 Brown 运动 , (4) 式 给 出 了 X(s) 的 
条 件 分 布 。 因 此 , 给 定 Y(t) = oX(t) = c tt, Ү (в) ~ N(cs/t,o2s(t 一 s)/t)。 最 后 
Р{Ү (1/2) > 0Y (1) = o} =Р{М(о/2,о?/4) > 0) 
= @(1) =: 0.8413 
3. 首 中 时 刻 
以 Ta 表示 Brown 运动 X 首次 到 达 а 的 时 刻 ,。 344 a > 0 时 ,下面 计算 P{T, < t), 
为 此 考虑 P{X(t) > qa}。 由 全 概率 公式 ， 
P{X(t) > a} =P(X(t) > a|T, < t}P{T, < t) 
+P{X(t) > a|T, > t}P{T, > t) 
ШЖ T, < t, 那么 Brown 运动 在 时 刻 t 以 前 已 经 到 达 a。 由 对 称 性 , ERZ t, 
X 等 可 能 地 大 于 a 或 小 于 а, 即 P{X( > a|T, < t) = r 


另外 , 由 连续 性 可 知 , 4 t < T, 时 , X(t) < а 所 以 (8) 式 右边 的 第 二 项 为 零 。 因 
此 


(5) 


P{T, < t) =2P{X(t) > a) = = f N. wa, 
š (6) 
s Z= ы 
а/уї 


在 (6) 式 中 令 t — оо, 可 得 РТ, < co) = 1。 另 外, 对 (6) 式 取 导 数 , 即 得 Т, 的 
密度 函数 的 表达 式 
fr.(t) = et ee /2 


V2n 
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Е к x 2-3/2 = 00a 
МТ t— оо HT, ўт, (t) =! ‚ E[T,] = оо 
另外 ,Ti 的 Laplace 变换 为 


оо 
1 3/2 .-1/2# -at -у2а 
—t e e “dt =e ‚а> 0 
0 V2n 


而 T, 的 Laplace 变换 为 e-av2e, 
Ма < 0 8, ВРЕ Т 与 Тш 有 相同 的 分 布 。 从 而 由 (6) 式 可 得 


P{T, < t) = /dy (7) 


2 оо 
Ул 人 
如 果 把 {Ta a > 0) 视 为 空间 参数 为 a 的 随机 过 程 , 那么 {Ta a > 0} 具有 平稳 独立 
增 量 性 , 而 且 轨 道 是 单 增 的 。 


4. 最 大 值 变量 
Brown 运动 在 [0, t] 内 的 最 人 值 变量 为 пах Х(з), 由 (6) 式 可 以 很 容易 求 出 它 
的 分 布 。 当 a > 0 时 , 由 轨道 的 连续 性 ， 
| Е 22 [Г р 
P шак Хб) > a} =P{T, < t} = ТИК vy /2dy 
注意 到 当 X 是 标准 Brown 运动 时 , -X 也 是 标准 Brown 运动 , mE 
тах (—X(s)) = — min (X(8)) 
从 而 当 a < 0 时， 
| 2 /> a 
Ple XO Са иа 
5. Brown 运动 的 零点 与 Arcsine 律 


i 为 标准 Brown 运动 , 对 т #0, 定义 Х®()=т+Х() 为 出 发 点 是 z 的 
Brown 运动 。 
定理 1 Xz 在 时 间 区 间 (0,0) 内 至 少 存在 一 个 零点 的 概率 , 记 为 p, 那 么 
|| | —3/2 e —z?/2sqs 
p= = Í 8 e d: (8) 


证 明 0 z < 0, WA 


p= P{ max X(s) +z > 0) = Р{ шах X (s) > 一 7} 


= P(T_, <t) = РТ. <t) = I = Да |" p-er- 
(T-, < t} { |z| Ж t) К Уту. (8)ds = А 8 е ds 
由 定理 1 可 以 得 到 下 面 的 定理 2. 
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定理 2 设 0<a<b,XX 在 时 间 区 间 (а, Б) 内 至 少 存在 一 个 零点 的 概率 , 记 为 


4, 那么 
а= 2 arccos ү: (9) 
证 明 引入 条 件 概率 h(z), 它 表示 在 X(a) = z 的 条 件 下 X 在 时 间 区 间 (а,Ь) 
内 至 少 存在 一 个 零点 的 概率 。 由 Markov ЁЁ, h(z) 与 Х= 在 时 间 区 间 (0,b 一 a) 内 至 
少 存在 一 个 零点 的 概率 相同 , 即 h(z) = к [> ”~3/2e-z?/2sqs。 从 而 


= T. h(z)P(X, € dz) = ТЕД / ш h(z)e 2/2412 
=a 0 
把 h(z) 代入 上 述 表 达 式 中 , 整理 变形 就 得 到 定理 2 的 结论 。 详 细 过 程 如 下 
= 2 е: -т?/ а as a ы —3/2 一 z2/ 8 =z? /2a 
с ү2 h(z)e “а= ү. Í (=l 8 е 2sds |е 2а ўл; 
=. 2 1 р —3/2 i —т*/2з„—:*/2а 
= xz Í 8 ds (/ те е de) 
° 下 
-/¿ Í a (3+2) ds 
2 1 wy а ЗОИ 
Е (5 + >) d(s 1/2) 
> S ZE arctan(Vas)| 


к Va (5 — arctan Va ) 


2 (л уа 2 

— x (5 —чав 5) = Е Рахов š 
由 定理 2 即 得 下 面 的 定理 3, 
定理 3 X 在 时 间 区 间 (а,Ь) 内 没有 零点 的 概率 为 


L- q = иеш; (10) 
最 后 , 对 给 定 的 上 > 0, 引入 


ye = sup{s < t : X(s) = 0} 





= inf{s 2 t: X(s) = 0} 


w 表示 时 刻 t 之 前 的 最 后 一 个 零点 , B 表示 时 刻 上 之 后 的 第 一 个 零点 。 那 么 由 前 
面 的 定理 , 可 得 到 以 下 定理 。 
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定理 4 
2 . j2 
P{ < z) = 元 arcsin \/ т, r <t 


2 t 
Р{3, 2 у} = 2 arsin J, у> і 


2 
P{Y < 2,8, 2 у} = 2 аген, г<#<у 


证 明 ИЖ ЕЖЕ (y < z) FAF X 在 [e,t] 内 没有 零点 , (6, > у} 等 价 于 
ХЕИ АЕНА, {у < т, > у} FAF X E [x,y] 内 没有 零点 。 
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1. 有 飘移 的 Brown 运动 
设 {B(t),t > 0} 是 标准 Brown 运动 , 定义 X(t) = o D(t) + ut, ËR {X(t),t > 0) 
是 漂移 系数 为 yy、 方差 系数 为 o? 的 Brown 运动 , 它 有 以 下 性 质 
(i) X(0) = 0, X 的 轨道 是 连续 的 。 
(ii) {X (t), t > 0} 有 半 稳 独立 增 量 性 。 
(iii) X(t) ~ N(ut,o°t)e 
2. 几何 Brown 运动 
设 {Y (t), t > 0} 是 漂移 系数 为 и, 方差 系数 为 o? 的 Brown 运动 , 定义 X(t) = 
eY() ХО), t > 0) 为 几何 Brown 运动 。 
对 于 几何 Brown 运动 X, 当 s < t, 条 件 期 望 E[X(t)| X(u),0 < u < s] 计算 如 
F 
E[X(t)|X(u),0 < u < s] = E|eY()|y(u),0 < u < sJ] 
= Efe” (+Y 9-Y Y (u), 0 < u < 引 
= еї (8 Е [е (9-7 (9 |у(ц),0 < u < s] 
= X(s)E|eY ()—Y (9) 


W W ~ Niu, с2), 那么 W BH E PR РЁ Ж J 
Ele'™ | = exp{ut + (в? /2)} 


由 于 Y(t) 一 Y(s) ~ N(n(t 一 з), (t 一 s)o2), 应 用 上 述 结论 即 得 Ее (0)-Ү‹ө)] = 
er{t—s)+(t—s)o? /2 最 后 得 到 


Е|Х(#)\Х (и),0 < u < s] = X(s)e te /2) 
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特别 地 , 如 果 и+о?/2=0 那么 
E[X(t)|X(u),0 < u < в] = X(s) 


如 果 经 验 表 明 股 票 价格 的 变化 率 是 独立 同 分 布 的 , 那么 几何 Brown 运动 就 是 很 
有 用 的 股票 价格 模型 .例如 , 假设 XX, 是 时 刻 n 时 某 股票 的 价格 , 而 且 {Х„/Х„-1,п > 
1) 是 独立 同 分 布 的 。 记 Yn = Xn/Xn-1, 那么 Xn = YXn_1。 依次 类 推 , 可 得 
Xn == Ү.Ү.-1Хь-2 = YaYn-1Yn-2Xn-3 = = Yn Yn-1 ка Y, Xo 
因此 ， 
log(Xn) = У log(Y;) + log(Xo) 
і=1 
因为 (log(Y,),i > 1) 是 独立 同 分 布 的 , 所 以 当 п 较 大 时 , 上 式 右边 第 一 项 近似 于 某 


个 正 态 分 布 变量 Yn, Yn ~ N(nu,no2), 从 而 Xn = Xoe, 这 就 解释 了 价格 过 程 x 
可 近似 地 用 几何 Brown 运动 来 描述 。 
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81 概率 空间 


1. 集合 论 中 的 一 些 基本 概念 
W о 是 某 集合 或 空间 , 其 中 的 一 般 元 素 记 为 w。 如 果 集 合 4 的 所 有 元 素 都 届 
ГО 那么 称 A HQ 的 子 集 , ie AC Q, 
首先 给 出 一 些 标准 的 集合 运算 及 其 规则 。 集 合 4 的 余 集 表示 一 个 集合 , 该 集 
合 包 含 了 中 所 有 不 属于 A 的 元 素 , Н! 
А = {иҳш ¢ А} 
对 一 族 集合 {入 ;YE Г}, 它们 的 并 表示 一 个 集合 , 该 集合 包含 了 所 有 至 少 属于 
-个 集合 A, 的 元 素 , 即 
UA = te € N; FERM ET, tjw e A} 
тєг 
另外 , 对 К {Ат € Г}, 它们 的 交 表 示 一 个 集合 , 该 集合 包含 了 属于 所 有 集 
合 А, лож, 即 
П Ау = {w E GHN Erw € A} 
тєг 
关于 集合 的 并 与 交 , 下 面 的 De Morgan 律 成 立 ， 


(n4) - U 4 0 


yer TEF 


81 概率 空间 .55 ， 


(1) 式 的 解释 就 是 如 果 一 个 元 素 不 属于 所 有 的 集合 A, 那么 该 元 素 一 定 在 某 个 集合 
A, 外 。 
JARE Ø, 它 椒 包含 任何 元 素 。 由 定义 , 空 集 可 视 为 所 有 其 他 集合 的 子 集 , 而 
R e= 0°. ШЖ АГВ=@, 那么 称 集合 А 和 В 是 不 相交 的 。 集合 的 差 运 算 定义 
为 
А\В = AN B° = {w;w € A, w ¢ B} 


2. 概率 空间 的 定义 

概率 用 来 表示 不 确定 性 程度 。 在 不 确定 性 存在 的 情形 下 , 概率 论 是 描述 与 分 析 
问题 的 数学 方法 。 

首先 , 确定 样本 空间 О, 它 是 所 有 可 能 出 现 的 结果 w 的 集合 。 其 次 , 确定 Q 中 
的 某 些 集合 , 它们 表示 某 些 感 兴趣 的 事件 。 这 些 集合 或 事件 的 集合 下 应 包含 Q( 必 
然 事件 ), 而 且 , F 关 十 余 集 运算 与 可 列 个 集合 的 并 运算 应 让 封闭 性 。 


定义 1 如 果 集 合 下 具 有 以 下 性 质 


G) Q e Z. 
(1) 如 果 Ace Z, 那么 AEF. 
(ш) 对 Z 内 的 可 列 集合 {A} U A; € Z. 
j=] 
BARRA FE Но 8. 
称 (Q, F) 为 可 测 空间 , 事件 A e Z 也 称 为 可 测 集 。 对 每 个 事件 4 є Z, 赋予 


[0,1] 区 间 上 的 一 个 数值 , 称 为 4 的 概率 , 记 为 PA. URRE Q 的 概率 应 为 1, 而 
且 互 不 相交 的 事件 的 并 的 概率 应 为 各 个 事件 的 概率 之 和 。 


定义 2 W(0Q 7) 为 可 测 空间 。 如 果 集 函数 P: Z — |0,1] 具有 以 下 性 质 

G) PIQ] = 1。 

(ü) 对 Z 内 互 不 相交 的 可 列 集合 {4;}j=12.…,P B J = УСАЛ. 
j=l j=1 


那么 称 P H (QF) 上 的 概率 测度 。 I 
Ж (Q, Z,P) 为 概率 空间 。 如 果 对 A Є 天,P[4] = 0, 那么 称 A 为 零 集合 。 如 果 
某 性 质 对 Q 内 某 个 零 集合 以 外 的 所 有 o 成 立 , 那么 称 其 为 几乎 处 处 成 立 。 


з. 概率 空间 的 一 般 性 质 


由 定义 1 的 (i) 和 (ü) TA ge Z. HE 2 的 (i) 和 (ü) 可 知 P|e] = 0. íH 
(1) 式 和 定义 1 的 (ü) 和 (шу 可 知 Z 关于 可 列 事件 的 交 运 算 也 是 封闭 的 。 对 任意 
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事件 4 和 B. 下 式 成 立 
P[AU B} = P|A] + P|BJ — РІА n В) 


如 果 Ас B, 那么 PL4] < P[B], 而 且 Р[В\А| = РІВ] — P[4]。 
对 一 到 事件 {Aj;}j=1,2.…, 下 面 的 次 可 加 性 是 成 立 的 


РЈ A;] < Y P[A;] (2) 
ј=1 j=l 
把 集合 的 并 分 解 为 一 列 互 不 相交 的 集合 的 并 得 到 , BD 


Ја, -Üu NASN- NAS) 


j=1 
在 上 式 中 定义 A = е, 然后 应 用 定义 2 的 (ü) 可 得 到 (2) 式 。 
引 理 1 (概率 的 连续 性 ) ШЖ {Ah 是 单调 的 (递增 或 递减 ), 那么 
Pl lim An] = lim P[A,] 
此 时 ， 如 果 (A;);=12.... 是 递增 的 ,lim An = ЈА: WR {A} 是 递减 
і=1 
的 ， Jim Аһ = Па 
л 
特别 地 , ШЖ {4;}j=1.2.… 是 递减 的 , 而 且 (А; = 2 , 那么 ,lim Р[А„] = 0。 
j=1 


证 明 首先 , 设 {4;};=12… 是 递增 的 , 引入 ho = @, 由 定义 2 的 (ü), 


Р Ñ 4 =P [бм a| = FPA] - Pla) 
j j=1 j=l 


j=l 


= lim У (P[A;] — P[A;-1]) = lim P[A,] 
j=1 


其 次 , 当 {4j}j=12.… 递减 时 , 由 (1) 式 和 上 面 的 结论 , 即 得 引 理 结论 也 成 立 。 
对 任意 的 一 列 集合 , 定义 下 极限 为 一 个 集合 , 其 中 的 元 素 属于 有 限 个 集合 外 的 


所 有 集合 , 记 为 
lim inf А, = U N Ar = lim . Ak 


ј=1 к=ј 
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在 上 式 中 用 到 { 门 A},j = 1,2,… 是 递增 的 性 质 。 类 似 地 ,定义 上 极限 为 一 个 集 
k=j 
合 , 其 中 的 元 素 属 十 无 限 多 个 集合 , 记 为 
lim вир А; = 2 U Ak = lim [J Ak 
==) 270 


显然 , liminf A; С limsup 4;。 应 用 于 事件 时 , 一 列 集合 的 上 极限 和 下 极限 的 直观 解 
释 就 是 : lim inf А, 表示 一 个 事件 , 此 时 , 除了 有 限 个 事件 A; 不 发 生 外 , 所 有 的 事件 
А; 都 发 生 。lim sup А; 表示 另 一 个 事件 , 此 时 有 无 穷 多 个 事件 А, Ж/Е. 


引 理 2 (Borel-Cantelli 第 一 引 理 ) 如 果 


oo 
Y P[A;] < oo (3) 
j=l 
那么 Fllimsup A;] = 0. 
证 明 
bo со со 
Plimsup A;] = Р | im U Ar| = lim P U Ar| < lim 2 PIA: =0 
=) = xw 


在 上 式 中 用 到 次 可 加 性 (2) 式 以 及 条 件 (3) z, 
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1. 随机 变量 与 期 望 


给 定 概率 空间 (Q, F, P) 以 及 函数 X : Q 一 R, 如 果 对 R 中 任意 Borel Ж B, 
X-1(B) = {ш X (w) € B) € F, BAR X 是 可 测 的 , 或 称 x 为 随机 变量 (r.v.), 有 
时 简 记 为 X e F. X 的 累积 分 布 函数 (c.df) 记 为 Fx, Fx(z) = P{w; Х(ш) < т}. 

随机 变 基 X 的 期 望 的 定义 为 


Е[Х| = / Хар = f Х (ш)аР(ш) 
И] 
对 给 定 的 随机 变量 X, 由 所 有 的 集合 X-B) = {ш;Х(ш) € B) 可 以 构成 F 


的 一 个 子 o- 代数 , 记 为 9, 那么 关于 概率 空间 (9,9,P), X 也 是 随机 变量 , 而 且 g 
是 使 X 成 为 随机 变量 的 最 小 c- 代数 。 有 时 候 , 也 记 9 = о(Х). 
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2. 条 件 期 望 


Wç FIF o 代数, 记 限 于 9 上 的 P 为 Po, ATXI А e g, Рс |А] = Р[АЈ А 
立 。 显 然 (0,9,Po) 是 概率 空间 。 对 随机 变量 Y, 如 果 对 任意 Borel 集 В,У-:(В) € б, 
那么 称 Y 是 关于 G 可 测 的 , 简 记 为 Ye ç. 

设 随机 变量 х 的 期 望 存在 , X 关于 9 的 条 件 期 望 是 一 个 随机 变量 ， 记 为 
E[XIG], Е[Х|б]є G ,而 且 对 所 有 的 YE G, 下 式 成 立 


E(E[XIg]Y) = Е[ХҮ] (4) 
特别 地 , 如 在 (4) 式 中 取 Y = 1, 可 得 到 如 下 关于 条 件 期 望 的 迭代 性 质 
E(E[X|g]) = ЕХ] 


设 X 和 了 是 两 个 随机 变量 , 而 且 g = о(Ү), 有 时 候 , E[X|g] 也 写 为 E[X|Y]。 
条 件 期 望 还 有 一个 重要 的 性 质 , 可 称 为 塔 式 性 质 , 即 下 面 的 引 理 。 


引 理 3 设 凡 CGCc 下 ,那么 
E{E[XIG] KH} = ЕХ [Н] (5) 


例 1 为 理解 (4) 式 , 考虑 一 个 特殊 情形 , 9 = о{В,,В,,. "h 其 中 Z 可 测 集 
Bi, B2,… HRT Q 的 一 个 划分 , {Ву} = 12... 互 不 相交 , 而 且 Üs- = Q. E[X|ç] 


是 9 可 测 的 , 所 以 E[X |g] 的 形式 为 D 在 (4) 式 中 取 Y = 1p,, 得 到 


Хар 
ВАК 1. -2 — 
xio) = 21» 机 
特别 地 , 取 X = 14, 可 得 


F[A 门 Bj] 
P[B;] 





El14l0] = У1ь, 
j 


上 式 与 常见 的 条 件 概率 的 定义 Р[А[В) = Р|А п В|/Р[В]| 相 一 致 , 差别 在 于 这 里 的 条 
件 期 望 是 随机 变量 。 有 时 候 , Е |g] 又 记 为 Р[А|б], 称 为 条 件 概率 。 


例 2 此 例 引 入 条 件 密度 的 概念 。 设 fwrw) 是 定义 在 О = R 上 的 密度 
函数 ,考虑 随机 变 重 Х(ил,шз) = w 和 六 (1,w2z) = шо, 它们 都 是 坐标 函数 。 记 
б=о(Ү)={®хВ;Вє 8B},B 是 及 上 的 Borel 集 构成 的 o 代数 , 每 个 9 可 测 函 
数 的 形式 为 g(w2)。 特别 地 , 记 E[X|9] = h(wz)。(4) 式 表明 对 所 有 的 g, 下 式 成 立 


83 构造 特殊 的 概率 空间 59 - 


J һҺ(ш))д(ш») S (w, шә)йшуйшз = J wglwz) f (wi, 22 )йш йш» 
对 上 式 变形 , 得 到 


f езән) ( Р) ал = f д) ( f О) фал 


从 而 得 到 
Мил) = / 了 


其 中 flwilw2) 是 通常 的 在 给 定 Y 下 X 的 条 件 密 度 ， 


f (oo), шо) 
fy (шз) 





о) = А / ү; 


3. 独立 性 
如 果 下 式 成 立 
P[AN B] = Р[А|Р[В] (6) 
那么 称 事件 A 和 和 B 关于 P 是 独立 的 。 进 一 步 , 对 下 的 两 个 子 o- 代数 Q AH, 
如 果 对 任意 的 A e 9 和 和 B e M. (6) 式 成 立 , 那么 称 G 和 H 关于 P 是 独立 的 。 对 
XEG 和 YeW, 设 9 和 7 关于 PP 是 独立 的 , 那么 (6) 式 有 如 下 推广 


E|xXY] = E[XJE[Y] 
把 上 式 代 入 (4) 式 中 , 并 取 Y 为 常数 , 可 得 
Е!Х|Н| = Е[Х) 
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1. 确定 事件 与 概率 


确定 与 81 中 定义 1 相 一 致 的 适当 的 事件 集合 F, 以 及 与 $1 中 定义 2 相 一 到 
的 适当 的 集 函 数 P, 并 不 总 是 简单 的 问题 。 这 依赖 于 样本 空间 Q 的 性 质 , О 
概率 空间 所 具有 的 性 质 。 

如 果 样 本 空间 Q 的 元 素 是 有 限 的 或 可 列 的 , 0 = {ол „ш, |, 那么 选取 一 列 


非 负数 {pi, pz,…}, 使 得 Уру = 1, 向 对 每 个 A C Q, 定义 
j=1 


Р[4 = Y р 


jJ: € A 
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那么 容易 验 让 PP 是 定义 于 由 О 的 所 有 子 集 构成 的 集合 Z 上 的 概率 测度 。 

如 果 样 本 空间 О 的 元 素 是 不 可 列 的 , 那么 可 测 性 是 一 个 需要 考虑 的 问题 。 例 
如 , О = BR 时 , 如 何 构造 适当 的 o- 代数 并 不 是 显然 的 。 一 个 很 自然 的 出 发 点 
就 是 累积 分 布 函数 。 首 先 确定 一 个 非 减 的 、 右 连续 函数 F, 并 要 求 „ïm F(z) = 
0, lim F(z) = 1。 其 次 定义 半 开 半 闭 区 间 上 的 概率 P|(z, у] = F(y) 一 F(z), 开 区 间 
上 的 概率 P[(z,y)] = F(u—) - F(z), 点 上 的 概率 P|[(z)) = Pliz,z]] = F(z) — F(z—), 
以 及 可 列 个 区 间 之 并 上 的 概率 。 也 许 从 实用 的 角度 讲 , 可 列 个 区 间 之 并 所 构成 的 集 
合 类 已 经 是 很 广 的 一 类 集合 , 从 而 不 必 考 虑 这 类 集合 以 外 的 集合 的 概率 。 (H 2 dp; 
有 一 个 问题 : 适当 的 o- 代数 是 什么 ? 事实 上 , 可 列 个 区 间 之 并 所 构成 的 集合 类 并 
不 能 构成 一 个 o- 代数 , 例如 , 有 理 数 是 可 列 个 区 间 ( 退 化 的 闭 区 间 ) 之 并 , 但 有 理 数 
的 余 集 , 即 无 理 数 显然 不 能 表示 为 可 列 个 区 间 之 并 。 


2. 存在 性 定理 


可 测 性 问题 可 按 下 面 的 一 般 方案 来 解决 : 首先 考虑 - -类 简单 集合 类 C( 如 直线 
上 的 区 间 集 合 ), 并 定义 简单 集合 的 概率 , 它 是 一 个 集 函 数 , 记 为 Po 集合 类 C 构成 
一 个 代数 , 即 它 关 于 余 集 运算 以 及 有 限 个 集合 的 并 运算 封闭 。 另 外 , 要 求 定义 的 集 
ЖЖ Po 满足 81 中 定义 2 的 (i) 和 (ü). 至此, 应 用 测度 论 的 如 下 基本 结论 可 以 构 
造 概率 空间 (О, F, р). 


定理 1 设 下 =o( ) 是 包含 C 的 最 小 的 o- 代数 , Po 可 唯一 扩充 成 Z 上 的 概 
率 测度 P. 


з. 有 限 维 欧 几 里 得 空间 上 的 概率 


前 面 关 十 实数 空间 上 的 概率 测度 的 讨论 可 以 推广 到 一 般 的 有 限 维 欧 几 里 得 空 
间 К“, 此 时 仍然 从 区 间 出 发 。 通常, 累积 分 布 函数 F 由 密度 函数 f: Ra o R, 给 


ТП 
ili, 


Ti Ta 
Ffan za) = 人 -f flors  wa)dwi -dwa 
一 oo 一 09 


4. 函数 空间 上 的 概率 


设 (Xt)rzo EKMAN, 它 表 示 某 些 过 程 (例如 股票 价格 或 利率 ) 的 随机 变化 。 
此 时 面临 的 问题 是 如 何以 相 容 的 方式 在 函数 空间 RR: 的 某 个 o- 代数 上 定义 概率 
测度 。 对 有 限 个 时 刻 n... ta 考虑 Xas ,Xe 的 累积 分 布 函 数 К, ы, 要求 
Рила 满足 相 容 性 , 即 低 维 的 累积 分 布 函数 是 高 维 的 累积 分 布 函数 的 边际 。 按 照 
这 种 方式 , 对 RI 中 任意 Borel 集 В, 定义 在 由 形 如 {ш = (т); (т, Tt) Є B} 
的 柱 集 类 构成 的 代数 上 的 集 函 数 满足 g1 中 定义 2 的 (i) 和 (ii)。 进 一 步 可 推广 到 
包含 柱 集 类 的 最 小 o- 代数 上 的 概率 测度 。 
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如 果 时 间 参 数 是 离散 的 , 如 te {0,1,2,...}, 可 按 以 下 条 件 概率 密度 方式 递 扒 
构造 有 限 维 分 布 


fo,- а4-1,а(Жо, с ,Ed-1: Za) = falo d—1(Ta|T0, ++" ,Td-1)fo,...,d-1(To,** ,Ta-1) 


上 式 表 明 , 为 构造 有 限 维 分 布 , 首先 要 确定 Xo 的 边际 密度 ,以 及 对 每 个 d, 给 定 
Хо, Xa- 下 Xu 的 条 件 分 布 。 这 样 构造 的 有 限 维 分 布 自然 就 满足 相 容 性 要 求 。 
另外 , 由 于 条 件 密 度 是 容易 理解 的 概念 ,上述 构造 也 是 一 种 非常 自然 的 方式 。 例 如 ， 
如 果 要 求 所 构造 的 过 程 具 有 Markov 性 , 那么 须要 求 fajo, ,a_i1(zalzo,… ,za-1) = 
fa(zal|za-A); 而 如 果 要 求 所 构造 的 过 程 具有 独立 性 ， 那么 须要 求 fajo,- d- ifzdjzo， т. 
Td-1) = falza). 

上 述 思 路 不 能 直接 应 用 于 时 间 参 数 为 连续 的 情形 , 但 仍 有 所 启示 。 例 如 , 在 跳 
跃 过 程 中 , 通过 引入 密度 函数 , 可 以 确定 很 短 的 时 间 区 间 上 的 条 件 分 布 。 

上 述 讨论 与 随机 过 程 的 构造 有 密切 的 关系 。 


5. 完备 概率 空间 


从 前 述 讨论 中 , Z 的 定义 出 现 于 PP 之 前 。 但 是 , 出 于 一 些 技术 处 理 的 方便 需要 ， 
可 以 假设 概率 空间 是 完备 的 , BB аъ ТЕР 零 集 及 其 子 集 。 因 此 , 如 果 开 始 构 
造 的 概率 空间 (О, Fo, Po) 不 是 完备 的 , 那么 可 以 按照 以 下 方式 构造 对 应 的 完备 空间 
(Q, F, P): Ф Z ® ЖИГИ ЖШ 4 = Ao U N 的 集合 , 其 中 Ao € Zo, N C B € Z, IÑ 
H Po[B] = 0。 对 上 述 集合 A, 定义 P|A] = Poldo] 容易 验证 Z 是 一 个 o 代数 , € 
包含 了 PRHA М=@ ИП ЖП), mH. P 和 Po fE Fo 上 是 重合 的 。 
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1. 过 滤 的 概率 空间 


为 了 描述 在 时 间 区 间 [0,T] 上 随机 现象 的 演化 , 引入 Z 内 一 族 子 o- 代数 , 记 
为 F = {rjoztsz7, 其 中 Z, 表示 到 时 刻 t 时 已 有 的 信息 。 准确 地 讲 , Z, 包含 的 事 
件 是 否 发 后 可 在 时 刻 t 确定 。 在 不 失去 信息 的 前 提 下 , 对 s < t, 应 有 大 c л. Ж 
F 为 滤波 , 而 (Q, F, F, P) 为 过 滤 的 概率 空间 。 有 时 候 , 要 求 F 是 右 连续 的 , 即 对 任 
Ж t, 
Ft = Ffi = np Fite 


=>0 


而 且 (从 而 五 ) 是 完备 的 。 
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2. 随机 过 程 

随机 过 程 由 一 族 随机 变 基 构成 , 即 X = (X,b<<r. ЯЙ o є О, 称 
{Х‹(ш)}о<+<т 为 随机 过 程 的 - -条 路 径 或 样本 轨道 。 如 果 对 每 个 te [0, T], X, E F, 
那么 称 随 机 过 程 关 于 滤波 F 是 可 适应 的 , 即 在 每 一 时 刻 , 如 果 已 知 F. 那么 过 程 的 
当前 状态 (以 及 过 去 的 历史 ) 也 就 完全 知道 了 。 进一步 , 对 一 个 可 适应 的 过 程 , 如 果 在 
每 -一时 刻 的 取 值 可 完全 由 过 程 的 严格 过 去 历史 来 确定 , 那么 称 该 过 程 为 可 预料 的 。 
严格 过 去 历史 记 为 Fe- = Uz 出 于 以 后 应 用 的 需要 , 这 里 要 指出 , 如 果 过 程 
轨道 是 左 连 续 的 , 或 者 是 确定 的 , 那么 该 过 程 就 是 可 预料 的 。 
3. Markov #& 

取 值 于 离散 状态 的 随机 过 程 X. 如 果 满 足下 列 关系 

P[X, = zl 入] = P[X, = т|Х„|,з < t 
ЖАЙ X 为 Markov 链 。 上 述 定 义 表 明 , 在 给 定 过 去 的 信息 这 -一 条 件 下 ， 随机 过 
程 的 未 来 取 值 的 条 件 概率 仅 依 赖 于 最 近 的 信息 。 特别 地 , 如 果 {Xn}; 是 Markov 
H, 设 Fa = т(Х\,Х», Жы Xa), 那么 
ElXntml n] = Е|Х»+т|Х\, Хә, зач Xan] = E[Xn+m|Xn] 

а. $ 

对 具有 有 限期 望 的 可 适应 的 过 程 Х, 如 果 对 s < t, FRR 

E[X |F] = X, 

那么 称 X Aek. ТӨ} ДЕЕ КЖ ТИЕ, 也 依赖 于 概率 测度 。 特别 地 ， E[Xt|X,] = Х,, 
它 表 明 在 平均 意义 下 , 一 个 蒜 的 未 来 取 值 的 平均 总 是 保持 在 当前 水 平 上 。 容 易 验 
Ш, 在 给 定 当前 信息 的 条 件 下 , 凌 在 将 来 不 相交 时 间 区 间 上 的 增 量 是 不 相关 的 , BD 
对 s < t < u < u,Cov(X, — Xs, X, — X,|Z.) = 0。 给 定 可 积 随机 变量 Y, 构造 
Xt = EYF], 那么 由 82 节 的 (5) 式 , 可 以 验证 随机 过 程 {X h0 1. 
5. Er} 

停 时 的 概念 经 常 于 鞭 论 研究 中 。 停 时 是 特殊 的 非 负 随机 变量 Т, 使 得 对 任意 的 
20,40: Т(ш) < t) € Fe ЫЕ ЕЕ E: 是 否 在 时 刻 t 停 止 , 只 须 在 直到 时 刻 
t 时 的 信息 基础 上 即 可 做 出 这 一 决策 , 即 {w: Tlw) < t} E Fi,{w:T(w) > t) E Fio 

例 3 设 a 属于 可 适应 过 程 x 的 取 值 范围 , 定义 随机 变量 如 下 

Tı = inf{t: X, =a) 
Т» = sup{t : X, = a) 
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MA T 是 停 时 , 但 T, АН, 直观 地 讲 ,{T > t} 等 价 于 在 时 刻 t WU (X, <a) 
成 立 , 由 可 适应 性 的 假设 ,{Xs < а} E 五 。 但 对 五 来 说 , 即使 在 某 时 刻 t, X, = a, 但 
为 了 验证 时 刻 t 是 最 后 到 达 时 刻 , 需要 观察 时 刻 t 以 后 的 信息 , 所 以 一 般 地 (T, < 
t} E Fro 

6. 计数 过 程 


计数 过 程 是 一 类 简单 的 随机 过 程 N = {Nejosrsr, 它 的 初始 值 为 0, BU No = 
0, 以 后 每 次 跳跃 度 都 是 1。 记 N 的 自然 滤波 为 FN = {Ерот 其 中 FN = 
о{№.;5<1) ЖОМ 到 时 刻 t 时 的 历史 , N 关于 自然 滤波 是 可 适应 的 , 而 且 自 然 滤波 
是 最 小 的 滤波 , 使 得 N 是 可 适应 的 。N 在 时 刻 t 时 的 严格 过 去 历史 记 为 FN 。 

设 (А, осет 是 FN 可 预料 过 程 , 构造 如 下 过 程 М 


M, = № - А, (7) 


ШЖ M 是 一 个 零 均值 的 FN 88, 那么 称 {Atjostsr 是 N 的 补偿 。 进一步, 如 果 A 
是 绝对 连续 的 , 即 
А, = / A. ds 
0 


那么 称 过 程 为 N 的 强度 。 形 式 上 强度 有 如 下 表示 
Mdt = Р[аМ, = 1|2,_.] = E|dN,|Z,-] 
由 (т) НО ЈИ 
ам, = dN; — Mdt (8) 
t 
üE h J FN 可 预料 过 程 , h ATH M 的 随机 积分 记 为 f h,dM,, 它 是 PN 可 
0 
适应 过 程 。 而 且 当 h 满足 一 定 条件 时 , 随机 积分 是 一 个 凌 。 
-个 基本 表示 结论 表明 每 一 个 Fw 园 都 可 以 表示 为 关于 М 的 随机 积分 。 W H 
EAM, 那么 存在 Fw 可 预料 过 程 h, 使 得 如 可 表示 为 如 下 形式 
t 
H. = ñ> Т hsdM, (9) 
其 中 Ho € ХУ. 


t t 
BHO =H + Í hlVaM,, HP = н? + /, һам,, 如 果 н) жн? 都 
0 0 
有 有 限 方差 , 那么 


т 
Cov H, Н] = Е | ү каня) (10) 
t 
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特别 地 ， 
了 
Уанг] = E | / кня) 
t 


ШЖ HU) 和 HO 在 时 间 区 间 lz, s| 上 的 增 量 为 零 , 那么 称 HU) 和 HD 是 正 交 的 ， 
它 等 价 于 HO) x HD K —A 8, 

称 强度 过 程 А 为 计数 过 程 N 的 无 穷 小 特征 , А 完全 决定 了 N 的 概率 性 质 。 如 
Жол 是 确定 性 的 , 那么 N 是 Poisson 过 程 。 如 果 入 只 依赖 于 Ne, 那么 N 是 一 个 
Markov 过 程 。 
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1. Radon-Nikodym 定理 

设 P 和 名 是 定义 于 同一 个 可 测 空间 (Q. 大) 上 的 概率 测度 , 如 果 所 有 P 零 集 都 
E PER, EZ S£ P ЖР P 是 绝对 连续 的 , 记 为 P < P. ШЖ Р ЖР НН 
连续 的 , MAF P A P ТН, 记 为 让 ~ P, 此 时 PP 和 证 有 相同 的 零 集 。 

ШЖ L 是 随机 变量 , 使 得 L > 0, 而 且 EIL] = 1, 定义 Z 上 的 概率 测度 P 如 
下 

a= f LdP = Eft 4L] (11) 
A 

显然 , Р < Р. Radon-Nikodym 定理 表明 , 如 果 P < P, 那么 存在 随机 变量 L. 使 得 
对 所 有 的 A e Z, (11) 式 成 立 , 此 时 称 工 为 正 关于 下 的 导数 。(11) 式 的 微分 形式 为 


=== L (12) 


2. 测度 变换 下 的 性 质 


性 质 1 设 两 个 测度 P A P 的 关系 由 (11) 式 决 定 , 那么 随机 变量 x AFP 
的 期 望 为 
Ë[X] = E[X L] (13) 
为 验证 (13) 式 , 注意 到 对 示 性 函数 , (13) 式 是 成 立 的 。 对 示 性 函数 的 线性 组 合 
取 极 限 可 得 对 一 般 的 X, (13) 式 也 是 成 立 的 。 
性 质 2 在 测度 已 下 , 条 件 期 望 有 如 下 表示 


E|X Lig] 
ЕПС] 


现 说 明 (14) 式 是 成 立 的 。 首 先 , 由 定义 可 得 , 对 所 有 的 Y є g, 下 式 成 立 
E{E[XIO)Y} = Ё|ХҮ) (15) 


E[XIG] = (14) 
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按 定义 , (15) 式 左 边 是 
E(E[X|ç]V Г} = E(E[X|gJE[LIg]Y ) 
在 上 述 推导 中 应 用 了 关于 条 件 期 望 的 塔 式 性 质 。 另 外 , (15) 式 右边 是 
E[XY L] = E[E[X L|g]Y] 


在 上 述 推导 中 应 用 了 关于 条 件 期 望 的 迭代 性 质 。 
因此 , 由 (15) 式 对 所 有 的 Ye 6 成 立 , 可 推出 


[XI9]E[ZI9] = E[X LI | 


上 式 就 是 (14) 式 的 变形 。 
性 质 3 X X eg, 可 得 
Ec[X] = Ë[X] = EXL] = E[XE[LIg]] = Ер[Х ЕДО] (16) 
H (16) 式 , 即 得 _ 
dPç _ 
dP; ~ Е[146] (17) 
性 质 4 设 在 概率 空间 上 存在 滤波 F = (7, осет. а Р, = Pr 。 引 入 
І, = к 


在 (17) 式 中 取 G = Z = Fr, 可 得 Lr = L. 由 (17) 式 可 得 

1. = ELLIA] (18) 
(18) 式 表明 (Г,)о<ест 是 一 个 (F,P) #. 
3. Сїтвапоу 定理 


Girsanov 定理 是 随机 过 程 理 论 的 著名 结论 之 一 , 它 是 数理 金融 中 无 套利 定价 理 
论 的 基础 。 下面 在 计数 过 程 的 框架 下 给 出 该 定理 。 

定理 2 W N, 是 计数 过 程 , CH (F,P) 强度 为 Me Vk X, 是 非 负 的 F 可 适应 
过 程 , 而 且 和 = 0 当 且 仅 当 А, = 0。 那么 存在 概率 测度 Р, 使 得 证 ~ P. 而 且 N 的 
(F,P) 强度 为 Xe (18) 式 的 具体 形式 为 


L: = exp (fo À, — InAs)dN, + [о. 一 Ха) 
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证 明 这 里 给 出 的 证 明 是 构造 性 的 , 出 发 点 是 (12) 式 的 L. 可 考虑 L= Lr, 其 


t П 
L, = exp (f ó, d N, +f sas) 


其 中 由 是 可 预料 的 , w 是 可 适应 的 。 
首先 要 求 L, 是 (Е.Р) $. H It6 公式 ， 


中 


dL, = Liwdt 十 L- (e t 一 l)dN: 
= Li(we + (e*t — 1)M)dt + Le (е — 1)dM, 


Hi 84 中 的 (9) 式 , 为 使 L, EH, 须要 求 
Wr = (1— е®)А, (19) 


此 时 
dL, 一 Li- (es: a 1)амМ, 


其 次 须 确定 pe, 使 得 下 面 的 过 程 
dM: = dN; 一 Xedt {20) 
是 (Е,Ё) {й, 即 要 求 E|M,|Z,] = Mso 由 (14) 式 , 即 要 求 


EIMLIF] _ + 
ЕДА] ° 


由 (18) 式 和 52 节 的 (5) 式 , 上 式 就 是 





E[M, L,|Z,] = M,L, 
因此 M.L, Ж (F, P) $. AA 


d(M,L,) = (Aidt) Li + М, (е — 1)L,(—Mdt) 
十 (ой, + 1)L,_e*: > №1.) ам, 
= Ldt (À, +e) + (сой, . + 1)1.-е® = ML ) ам, 


因此 , 为 使 M.L, 是 (Е,Р) $, 须要 求 ó, = In e — In oe 
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1. 概率 空间 与 变量 


以 下 考虑 离散 时 间 的 取 实 数值 的 随机 过 程 X = (X, Xz2,…}。 设 随机 过 程 X 
定义 于 某 概率 空间 (Q, 下 ,P) 上 。 在 任意 时 刻 n, 可 以 观察 到 Xi, Xa, Xn ИЙ, 
而 不 能 观察 到 Xapi XX。+2,… 的 值 , 但 己 有 的 观察 值 一 般 会 影响 到 未 来 的 变化 。 所 
有 可 观察 到 的 事件 都 包含 于 可 测 空间 (Q. Z) 中。 为 理解 这 一 点 , 考虑 下 面 的 例子 。 


例 1 (з) AETHER Q Q = {1,2,3,4,5,6}, F E: Q 的 所 有 子 集 构成 的 集合 ， 
P({i}) = ; 对 所 有 i RE. WETA, 当 关 心 是 否 出 现 奇数 时 , 事件 的 集合 可 先 
MN G = {Ø, {1,3,5}, {2,4,6}, 0} 

(ü) 一 般 地 , B X : Q — {1,2,...,п} 是 随机 变量 ,天 是 О 的 所 有 子 集 构成 的 集 
合 。 当 关心 是 否 出 现 {Y = k) 时 , 事件 的 集合 可 选 为 g, 其 中 9 = o(Y)。 

(iii) 对 随机 过 程 X. 记 Fa —=о(Х\,--- ,Xn), 那么 Fn 表示 到 时 刻 时 所 有 的 
信息 。 显 然 Fn СР, Л. 与 Z, 相 比 , 包含 了 更 多 的 信息 (或 事件 )。 另 外 ， 
Fa 是 最 小 的 o- 代数 , 使 得 Xi, XX2,… Xn 是 可 测 的 。 


例 2 考虑 标准 的 二 叉 树 结构 。 设 在 时 刻 0 时 状态 为 0, 到 达 时 刻 1 时 , 状态 
增加 或 减少 1; 从 时 刻 1 的 状态 出 发 , 到 达 时 刻 2 时 , 状态 也 增加 或 减少 1, 依次 类 
HE. 那么 到 达 时 刻 n, 可 能 的 轨道 有 2" Ж. 但 在 时 刻 0 时 , 所 有 的 轨道 都 是 可 能 的 ， 
所 以 无 法 区 分 轨道 , 信息 最 少 。 而 到 时 刻 1 时 , 根据 时 刻 1 到 达 的 状态 , 己 经 把 轨 
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道 加 以 区 分 , 信息 增加 了 。 同样 可 考 虚 以 后 时 刻 的 信息 , 它们 是 逐渐 增加 的 。 
定义 ЙЕЛ СР CC 大 的 一 系列 o- 代数 (Z. :n> 1) 为 滤波 。 
由 例 1 的 Gi) 可 知 , 每 一 个 随机 过 程 可 产生 一 个 滤波 (Z, : n> 1}。 

2. 条 件 期 望 


显然 , 新 信息 的 出 现 会 影响 到 概率 的 变化 。 现在 考虑 给 定 的 信息 如 何 影响 事件 
的 概率 这 一 问题 。 例如 , 在 例 1 的 (1) 中 , 如 果 已 知 般 子 出 现 偶数 , 那么 出 现 3 的 条 
件 概率 就 是 0。 


ИЗ É X #l y 是 定义 于 (Q, FP) 上 的 两 个 不 独立 的 随机 变量 , YX : P 一 
(1.2, n) Y: Q — {1,2,...,т}. 现在 考虑 站 出现 的 结果 如 何 影 响 到 X 的 结 
果 。 首先 考虑 条 件 概 率 


PIX = i,Y = j) 


а 


如 果 已 经 观察 到 事件 (Y = j}, 那么 X 可 理解 为 定义 于 一 个 不 同 的 概率 空间 
Ñ+. 在 新 的 概率 空间 下 , 概率 测度 定义 为 


Р[Ап{Ү = 3} 


МАУ == у =] 


X 的 条 件 期 望 为 
BIIY = j) = Ух = WY = 
上 述 条 件 期 望 是 一 个 随机 变量 ， 
E[X]Y] : Q — R,ELXIY](w) = ЕЈХ]У = Y(o)) 
条 件 期 望 E[X|Y] 有 以 下 性 质 ; 
(i) 它 是 c(Y) 可 测 的 。 


(ii) 对 每 个 G e o(Y), 下 列 关系 成 立 


Ј. худаа) = f xioa) 
С c 
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性 质 (1) 表明 Е[Х|У] 在 每 个 集合 {Y = ;) 上 是 常数 。 为 说 明 性 质 (и), WAITE 
Сєо(ү) 可 表示 为 了 -1(4), 其 中 4 E {1,2, ,mm}。 因 此 


£ Š E[X[Y](o)dP(o) 
= 人 ERICodP(w) = Y E[XIY = j|P[Y = j] 


jEA 

= 并 ytplx = k|Y = jjP[lY = j| = УУ кх = k,Y = j] 

ЈЄА k=l jeAk=1 

- [5:$ 5и. кү1{ү=у}ЧР(ш/) = [х= l(x=k) D liy=;}dP(w) 

jEAk=1 k=1 jEA 
- O 人 X (ш)аР(ш) 
= / X (ш)аР(ш) 
G 


在 一 些 具体 的 情形 中 , 可 以 直接 求 出 条 件 期 望 , 例如 , 在 投 币 试验 中 , 记 x, 表 
RA n 次 试验 中 出 现 正面 的 次 数 , 那么 容易 得 到 


1 
ЕХ. ІХ] = X, + 5 


例 4 W X 是 参数 为 的 Poisson 变量 , 它 表 示 试 验 次 数 。 如 果 X = п, 假设 
每 次 试验 出 现成 功 的 概率 为 p, 而 且 不 同 试验 之 间 是 相互 独立 的 。 记 S 为 总 的 成 功 
次 数 , R E[SIX] 与 Е[Х |5]. 


首先 计算 ELSIX = n], ШЖ X =n, 那么 5 是 参数 为 n 和 p 的 二 项 分 布 变量 ， 
因此 E[S|X = n] = np, E[S|X] = 
为 计算 E[X|5], 首先 计算 E[X|S = k], 为 此 对 n > k, 计算 PIX = n|S = k] 


P[S = k|X = n]P[X = n] 
PIS = k] 


( ') a-pa = 
k 


У ("иа = р)" 


mək 


- 2, —(1—р)л 
(п — K) 


P|X = 15 = k] = 
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因此 
(0-DAY а-л _ 
Е[Х |5 = k] Lpa шы (1-р)А 一 k+ (1 = р)А 
Е[Х|5) = S + (1 – р)А 


上 述 结 论 的 直观 解释 是 : 试验 次 数 等 于 成 功 次 数 与 失败 次 数 之 和 。 
下 面 给 出 条 件 期 望 的 一 般 性 概念 , 至 于 条 件 期 望 的 存在 性 证 明 , 这 里 不 再 给 出 。 
定义 2 设 义 是 定义 于 概率 空间 (Q, 大 ,P) 上 的 随机 变量 , EXI] < оо. ç 是 
F WIF o- 代数 ,9 C 下 。X 关于 9 的 条 件 期 望 记 为 Е[Х |0], 它 满足 以 下 两 个 条 件 : 
(1) E[XI9] 是 G 可 测 的 。 
(ü) 对 所 有 的 G e ç, 下 式 成 立 


f E|X|gjaP = 人 Хар 


直观 上 看 , 由 于 ç 包含 的 集合 较 少 , 关于 9 可 测 的 变量 相对 于 关于 大 可 测 的 
变量 , 取 值 要 少 些 。 上 述 条 件 G) 表明 , 条 件 期 望 变量 ЕХ |С) 是 原来 变量 X 的 光 
滑 化 。 在 上 述 条 件 (ü) 中 取 G = Q, 即 得 下 [区 [Xi9]] = E[X]。 下 面 给 出 条 件 期 望 的 
一 些 性 质 。 

(1) 对 实数 a A b, 随机 变量 X 和 Y, 


ElaX + bY |G] = aE[X|Ç] + БЕУ |g] 


(ü) ШЖ X > 0, ЖА 下 XI9] > 0。 

(iii) 如 果 G c H, ЖА EIE[XIH]IG] = E[X|g]. 

(iv) ШЖ Y < g, ЖА ElXY|g] = YE[XI9]。 特 别 地 ， 如 果 X < g, ЖА 
Е|Х|б| = X. 

(v) ШЖ X 与 大 独立 , ЖА E[X|g] = ЕХ]. 

下 面 仪 证 明 性 质 (ui). HÆ EJELX HIG] € g, 对 任意 事件 Ge g cH, 应 用 两 
次 条 件 期 望 的 定义 , 即 得 


J E|E[X |7(llg]dP = 人 Е|ХЇНаР = $ XdP = B EIXIGldP 


上 式 就 表明 
Е[Е[Х [916] = Е[Х |G) 
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1、 定 义 与 例子 
蒜 这 一 术语 最 初 表示 公平 赌博 策略 。 


定义 3 ЙЕ = {FF(n) :n> 人 0 是 概率 空间 (0, 丰 ,了 P) 上 的 滤波 , X = {Xn : 
n > 0) 是 离散 时 间 随 机 过 程 。 如 果 下 列 条 件 满足 


(i) Xn E F(n), W X 是 可 适应 的 过 程 。 

(ii) ЕХ) < оо 对 所 有 的 ”成 立 。 

(1) E[Xn|F (n — 1)] = Xn-1° 
那么 称 {XF} 5%. 

Ж (їн) 改 为 E| X,|Z(n —1)) 2 Xn-1, 那么 称 {Х,Е} ЭЕ. ШЖ. (ii) 改 为 
E[X,|Z(n —1)| < Xn-1, 那么 称 {X,F} АЖ. ЖУЙЕШ ЕЛЯ, F 是 预先 给 
定 的 。 在 应 用 中 ,了 通常 取 为 由 X 产生 的 滤波 , 称 为 自然 滤波 。 

H {Х„},т < n, 由 条 件 期 望 的 性 质 可 推出 下 式 成 立 

E[X,|Z(m)] = E(E[X,|Z(n – DF(m)} = E[X,.|Z(m)| 
= = E[Xmy |F (m)| = Xm 


对 上 式 两 边 取 期 望 , 可 推出 对 所 有 的 n, 下 式 成 立 
E[X,] = E[X,,] =... = E[Xo] 
另外 由 蒜 的 定义 可 得 
Е[Х„ — Xn-1|F (n - 1) = 0 
下 面 给 出 蒜 的 一 些 例 子 。 


„ 15 设 多 ,2,… 是 独立 随机 变量 , E[ X, |] < oo Н E[X,] = 0。 记 S, = 
Y Xk,{F(n) : n 2 1) 为 随机 过 程 (S, : n > 1) 产生 的 滤波 , 那么 由 条 件 期 望 的 性 
k=1 


+ 


E|S,|Z(n – 1)] = E[S, 1 + (п - 1)] = Sa-i + Е[Х„] = 5,1 
因此 {Sn : n > 1) Eg., 
例 6 W X. X... 是 独立 非 负 随机 变量 ,ELXn] = 1. ië Mn = рх (ZO) : 
n > 1) 为 随机 过 程 (M, : п > 1) 产生 的 滤波 , 那么 = 
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E[Mn|F (n 一 1)] = Mn E[Xn|F (n — 1)] = An-1 正 [Xn] = М„-\ 
因此 {Mn : n >1} ER. 


т i X 为 随机 变量 , {Fin :nm > 1) 为 任意 的 滤波 。 定 义 X, = E[X|F (n), 
Xn 可 解释 为 到 时 刻 n 时 关于 X 的 累积 数据 。 由 条 件 期 望 的 性 质 可 以 推出 {Х„: 
n 2 1) д, ED 


E[Xn|F (n — 1)| = E(E[X|Z(n)||Z(n – 1)} =E[X|Z(n — 1)] = Xn-ı 


例 8 Galton-Watson 过 程 。 设 {po,p1,p2,…} 是 取 值 于 非 负 整数 的 后 代 个 数 
概率 分 布 , 该 分 布 的 期 望 值 py = У kpe < оо. (Үр, Кп 1} 是 独立 同 分 布 随机 变 


k=0 
Ж, Р(Ү = i} = pis 定义 Xo = 1, 


т 


Хы =} ҮГ*!,п >0 
k=1 


另外 , 设 Z(n) = cl 天 :mm < n,k 2 1), ЖА {Xn} 关于 滤波 Z(n) 是 可 适应 的 , 而 
且 


со оо 
Е[Х,+117(п)) = E{leex, Ч (п) = У цах, ЕУ) = АХ, 
k=l К=1 


ЖУ н = 1 BJ {Xn} 0, "T a 2 1 BF (x,) ЖЕЙ. 


例 9 设 在 时 刻 0 时 , 盒 中 有 一 白 一 黑 两 球 。 在 每 一 时 刻 n = 1,2,…, 随机 地 
从 盒 中 取 一 球 再 放 回 , 并 额外 放 入 盒 中 与 抽出 的 球 同 样 颜色 的 一 球 。 这 样 到 时 刻 n 
后 , APILA n +2 个 球 , 其 中 的 黑 球 数 为 Bn + 1, Bn 表示 到 时 刻 n 时 抽取 的 黑 球 
次 数 。 因此 到 时 刻 n 后 , 盒 中 黑 球 比例 为 


B. +1 
п+2 
记 (Z(n)) 为 {Ba} 产生 的 滤波 ,下面 证 明 M) 是 蒜 。 


首先 , B = Xi + X2 十 … 十 Xn, 其 中 XX 表示 在 时 刻 n 时 抽取 的 黑 球 个 数 , 它 
取 0 或 1, Hü HB. 


n = 


k+1 
РІХ, = ПВ. = 0] = =——1,0<Ё&<п—1,п>2 
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q n 2 1 W, 





E[M,|Z(n - 1)) = E | |Fin z | =” 


Bn-i+1 В» +1 ж, 
= + 一 一 一 一 一 = Ма-1 
n + 2 (п + 1)(п + 2) n+l 


Ех _ 5170" 5 D| 








2. 13% 
设 (C, :n > 1) 关于 (Z(n)) 是 可 预期 过 程 , BD C, є Z(n – 1). ШФ (X, : 
n > 0) 与 可 预期 过 程 {C : n > 1), 定义 


п 
Yn = УС (Хь — Хь) 
k=l 


称 过 程 {Yn : n 2 1) AH {Xn : n > 0) 关于 (C, : n > 1) 的 质变 换 。 如 果 把 持 
(X, :n >0} 视 为 公平 赌博 , C 表示 在 时 刻 n 的 赌注 , 它 应 当 在 时 刻 n — 1 决定 ， 
那么 Cn(Xn - Xn) 表示 第 п 次 赌博 的 收益 , 而 Y, 表示 前 n 次 赌博 的 收益 。 下 
面 的 定理 表明 , 一 - 般 来 说 , 在 公平 赌博 中 , 净 收 益 的 期 望 值 为 0。 


定理 1 设 (X, : n > 0) ÆR, 可 预期 过 程 (C. : n > 1) 是 有 界 的 , 那么 
(Y, :n 21) tB jh. 而 且 E[Y%] =0 


证 明 NEHEN, Yn E (п). Ж, 
E[Y,|Z(n ~ 1)] = E сих, — Xk. 1)|Z(n 一 n} 
k=1 


n—1 
= Усх ы Хь) Е С.Е|Х,, == X,-|Z(n | 1)] 
k=1 
n=l 
= у су(Хь — Хк-1) = Yn-1 
k=1 
这 就 证 明了 {Yn : n 21) 是 蒜 。 只 需 注意 到 EY] = 0, 从 而 E[Y%] = 
3. Doob 可 选 停 时 定理 
Bz Т(ш) 为 取 非 负 整 数值 的 随机 变量 , 如 果 对 任意 n, 
{ш:Т(ш)<п}є Z(n) 


那么 称 工 为 停 时 。 
JES {Xn} 视 为 公平 游戏 , T 视 为 停止 游戏 规则 , 它 应 由 已 有 信息 确定 。 进 一 
步 设 在 时 刻 T 前 的 赌注 都 是 一 个 单位 , 即 C, = 1„<ту, 注意 到 


Cn = lfnsT} = 1 — Цт<а-1} 
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从 而 C, E€ Fin- 1). НЕЯ 1, 蒜 变 换 后 得 到 一 个 蒜 。 另 一 方面 ， 


n 
УС (Хь — Хь-1) = XrAn — Хо 
大 一 1 


其 中 тлу=тїш{т,у}, Хтла = XT(jann(w)。 总 之 , 即 得 下 述 定理 。 
定理 2 WR X EH, T 是 停 时 , 那么 Xra 是 蒜 。 特 别 地 , 对 所 有 的 n, 下 式 
Е[Хтлһ] = E|Xo] 
例 10 терки, 设 Yi, Yne 为 一 列 独立 同 分 布 随机 变量 ,P{7, = 
1} = P[Y,, = -1) = 5,10 Xn = уи, 那么 (X,) 9. W 


T = inf(n > 1: X,, = 1) 


可 以 证 明了 是 一 个 停 时 。 定理 2 表明 , 对 所 有 的 n E[Xr,,] = E[X,] = 

显然 在 此 例 中 , Xr = 1, 从 而 ElXr] = 1。 因 此 , 一 般 地 ,lim ,BX #Е[Хт]|, 
即 极限 与 积分 顺序 不 能 交换 。 但 在 一 定 条 件 下 , 极限 与 积分 顺序 可 以 交换 。 为 此 下 
面 不 加 证 明 地 给 出 Doob 可 选 停 时 定理 。 


定理 3 (Doob 可 选 停 时 定理 ) it X ER, T 是 停 时 。 如 果 以 下 条 件 之 一 成 

3, 那么 
E[Xr] = E[Xol] 

(i) Т 是 有 界 的 。 

(ü) Т 是 有 限 的 , 而 且 X 是 有 界 的 。 

(1) E[T] < co, 而 且 存在 K > 0, 使 得 |Х„(ш) — Х„—у(ш)| < К. 

(iv) Т НИ, 而 且 X 是 非 负 的 。 
4. Doob 可 选 停 时 定理 的 一 个 应 用 

W Xi, Xa 为 一 列 独立 同 分 布 随机 变量 ,P{X; = 1} = p,P{Xi = -1) = q, 
#rhp+q= p> q> 0. W Z(n) = o(Xi,::: ,X.,),0 <a <b, a Mb 是 两 个 整 
E.S, = a+ Xi ++ Xn, Sn 可 表示 为 在 一 个 有 利 的 赌博 中 , 初始 资本 为 a, 经 过 
п 步 赌博 以 后 的 资本 。 定 义 停 时 ТШЕ 

T = ànfín 21:5, = 085, = b) 


FER P{Sr = 0), ЕТ], ElSz]。 
首先 证 明 E[T] < oo0。 对 充分 大 的 如果 T = k, 那么 把 大 以 前 的 整数 分 组 , 相 
邻 的 8 个 整数 作为 一 组 , Bl (nd+1,--- ,nb+b),nb+b < 上 ,每 一 组 (Xabi, Хә) 
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至 少 有 一 个 X; = 一 1, 其 概率 为 1 一 pt, 从 而 PIT = k] < (1—р°)'®—®)/®„ КЊ PIT = k] 
以 指数 形式 递减 。 这 就 证 明了 E[T] < оо. 
可 以 验证 如 下 定义 的 两 个 过 程 {Mn} 和 {Nn} ER. 


Sn 
Mn = (4) s Nn == Sn 55 п(р 一 q) 
p 
对 {Mna}, 应 用 定理 3Gü), 注意 到 |М, 一 М„-1| < 2, 可 得 
а b 
(4) = Е[Мо) = E[Mr] == P|Sr = 0] * (4) Р[57 = b] 


另外 ， 
P[Sr = b] = 1 — P[Sr = 0] 


从 而 


1 人 
Е|$т| = bP|S+ = b) = i 
< š 
+ (3) 
同样 地 , 对 {Nn} 应 用 定理 3(ii), #ЕЖ М, 一 Nn_1| <1+р+, 可 得 
a = E[No] = Е[№] = E[Sr — T'(p — q)] = E[S+r] — E[T](p — q) 


最 后 得 到 








Ет] = —(isr]-a) = — 


5. Doob 分 解 定 理 

对 一 个 可 适应 的 过 程 X, 是 否 存在 一 个 过 程 А, 使 得 两 者 的 差 X - 4 是 一 个 
$? 这 就 是 下 面 的 Doob 分 解 定理 。 

定理 4 (Doob 分 解 定 理 ) 设 (Z(n):n >0} 是 一 个 滤波 , {Xn : n > 0) 是 一 
个 可 适应 过 程 , E[|Xnl] < оо, WA {Xn : n > 0) 可 分 解 为 


Xn = Ху + Mn + An 
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使 得 (M, : n > 0) ÆR, Mo = 0; {An : n 2 0) 是 可 预期 过 程 , 4o = 0. УК, БЖ 
分 解 是 唯 -的 。 
进一步 , 如 果 X Ro Р, 那么 (A, :n > 0} 是 递增 的 。 


HERA 先 证 唯一 性 。 由 分 解 式 可 得 


E[X, 一 Xn-iFm - 1)] = ЕМ, — Mn~1|F(n ~ 1)] + Е[А„ — A,,-i|Z(n – 1) 
== А» = А-1 
最 后 一 式 由 ,{4, : n > 0) 的 可 预期 性 得 到 。 另 外 , 由 上 式 得 到 
An = ЕХ — ХаК — 1) 
k=1 


这 就 让 明了 {Anin 2 0) 和 {Mn : n 2 0) 的 唯一 性 。 由 A 的 构造 可 知 , X 是 
FHMF 4 是 递增 过 程 。 
上 述 构造 性 方法 , 也 证 明了 分 解 的 存在 性 。 
现在 考虑 一 个 特例 , 设 (M. :mn > 0} EH, Mo = 0, [А2] < оо, 那么 可 以 验证 
{M2 :n > 0) Æ FË HER 4, {M2: n > 0) 有 如 下 分 解 
М2 = N, + A, 


有 时 , 记 4 = (M)。 因此, 对 蒜 М, 存在 可 预期 过 程 (М), 使 得 М? — (M) 68. 
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1. 送 向 随机 游 动 


B Xi. X2,… 是 一 列 独立 同 分 布 的 随机 变量 , EX) < оо, 记 5, = Xi 十.… 十 


Х„. 定义 过 程 Mm = "=" отп 1 J IË 





ГИЙ ЕНУ: 对 给 定 的 n (M,,0 < m S n - 1) 是 - A 9, 
首先 , Xd < j < k, 由 对 称 性 可 得 EE[Xi|Sk] = E[X,|S,]. x+; M 1 9] к ЖЖП, 
可 得 
k 
KELXilSk] = > ` Е|Х;|5ь] = JSklSk] = S, 


j=l 


即 E| X,JS,) = 党 ,此 结论 是 很 直观 的 , 这 是 因为 S, 包含 了 人 项 。 
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由 上 述 结论 , 可 得 
818,119] = E[S, — Хь|8] = Sk ( - >) = 5-1) 
ШЕ a | -3 =-= 。 另 外 , 注意 到 随机 变量 {Sk41 一 Sk, 5.42 一 Sk,…… ,Sn — Sk) 


与 и ‚Хь} 是 相互 独立 的 ， Ska 只 与 {X Xk) 有 关 , 从 而 
Sk-1 _ Sk 
|2 j lst" | = 
在 上 式 中 邻 玉 =n 一 m, 上 式 就 是 
Е(М,„411М,., · "т ‚ Мо) = Мм 





2. 投票 定理 

有 了 逆向 随机 游 动 ,下面 给 出 一 个 定理 。 

定理 5 (投票 定理 ) 两 个 候选 人 甲 和 乙 , 甲 的 得 票数 为 a, 乙 ,的 得 票数 为 b, 总 
ыш n=a+b НЧЕ, 即 a b, 那么 在 对 选票 计数 时 , 甲 总 是 领先 的 概率 为 
п — 
n 

证 明 设 Х., Xa 为 独立 同 分 布 随机 变量 , X 取 值 为 0 和 2, 概率 各 为 1/2， 
记 Sm = Xi 十 … 十 Xm。 当 选票 是 选 甲 时 , X 取 值 为 0; 当选 票 是 选 乙 时 , X 取 值 
为 2。 那么 甲 总 是 领先 这 一 事件 可 表示 为 


G= {5; <del) 
所 求 的 概率 是 P|G|S,, = 25). 
应 用 逆向 著 


Mo = Sn/n, Mı = S,-i/(n – 1),:::, М.у = 85/1 


由 假设 , Mo = 2b/n < 1, W T = min{m : Mm = 1}, T 表示 甲 和 乙 得 票数 首次 相等 
的 时 刻 , 如 果 不 存在 这 样 的 时 刻 , R Т = п 一 1。 在 事件 Ge E, Mr = 1, 而 在 事件 
G 上 , 甲 总 是 领先 的 , 从 而 T =n - 1, 此 时 Mr = 51/1 = 0。 由 可 选 停 时 定理 可 得 


2b L Mo = Е|Мт] = P(G°) x 1 +P(G) x 0 


a 
从 上 式 得 到 P(Ge) = Е a 最 后 得 到 


Ер 
а – 0 
P(G) = 1-Р(С°) = 一 
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581 Brown 运动 与 Poisson 过 程 


早 在 1900 年 , Bachelier 完成 了 关于 投机 理论 的 论文 , 研究 了 随机 过 程 在 金融 市 
场 中 的 应 用 。 特别 地 , 股票 市 场 指 数 波动 与 悬浮 在 液 面 上 的 粒子 运动 很 相似 。Brown 
运动 作为 描述 粒子 运动 的 随机 过 程 , 后 来 由 Einstein 加 以 研究 。 因 此 , 一 个 世纪 以 
W. 人 们 已 经 了 解 和 到 了 Brown 运 动 与 金融 的 联系 。 几 乎 同时 , 在 1903 年 , Lundberg 
ERTAN, 以 随机 过 程 的 观点 建立 了 非 寿 险 精算 的 数学 基础 。 


在 以 下 讨论 中 , 设 所 讨论 的 随机 过 程 定义 在 某 概率 空间 (N, F, P) Б. 


1. 基本 过 程 
定义 1 如 果 随 机 过 程 W 满足 以 下 条 件 
(i) Wo = 0. 


(ü) W 具有 独立 增 量 性 : 即 对 0< t <t <… < ta < оо, 随机 变量 Wi, 一 
Wios Wia 一 Wo,… s, Win 一 Wi,_， 是 相互 独立 的 。 

(їн) W 的 增 基 服 从 正 态 分 布 : 对 s< t, Wi 一 Ws ~ N(0,t — s)。 

(iv) W 的 轨道 是 连续 的 。 
那么 称 W 为 标准 Brown 运 动 。 


ERRI (ü) 和 (ш) 可 概括 为 : W 具有 平稳 独立 增 量 性 , 而 且 增 景 服 从 正 态 
分 布 。 
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由 定义 , 在 给 定 W, = z W 的 瞬时 均值 和 方差 分 别 为 
arA W, At 


‚„ EAW, : 
dm Ar 204907 Ar Aro At 一 


直观 上 讲 , 从 离散 时 间 离 散 状 态 的 随机 游 动 出 发 , 适当 调整 时 间 与 空间 单位 , 然 
后 构造 折线 轨道 , 最 后 取 极 限 可 得 到 Brown 运 动 。 但 关于 Brown 运 动 的 存在 性 证 明 ， 
却 是 一 个 困难 的 问题 。 有 关 证 明 最 早 由 N.Wiener 给 出 。 

定义 2 如 果 计 数 过 程 N 满足 以 下 条 件 

(i) N(0) = 0. 

(ü) N 具有 平稳 独立 增 量 性 。 

(ii) 对 0 < s < t < оо, N(t) — N(s) 服从 参数 为 和 的 Poisson 分 布 ， 


1 








PIN(t) — N(s) = k] = ig AE, k=0,1,2,... (1) 
那么 称 N 是 强度 参数 为 A 的 齐 次 Poisson 过 程 。 


定义 3 W N 为 齐 次 Poisson 过 程 , (X, : i > 1) 为 一 列 独立 同 分 布 随机 变量 ， 
定义 过 程 S 如 下 


N(t) 


S(t) = 》 X, 
k=1 
称 过 程 S 为 复合 Poisson 过 程 。 
由 全 概率 公式 和 独立 性 假设 , 可 以 计算 Е[5,] 如 下 


E[S,] = 》 E[S,|N, = nlPIN = п] = У nE[X,]P[N, = n) 
n20 n>0 


= Y ЕХ. ЈРМ, = п) = E[X;JE[N,] = AtE[XI] 
n20 
类 似 地 可 得 到 Var[S,] = МЕХ]. 
在 保险 应 用 中 , N(t) 表示 在 时 间 区 间 (0, t] 内 来 自 一 个 保单 组 合 中 索赔 发 生 的 
次 数 。 记 Sn 为 第 n 次 索赔 发 生 时 刻 , 那么 


N(t) = max{n > 1: S, < t), t20 


相 临 索赔 的 时 间 记 为 Tk, 如 记 So = 0, WA Tk = Sk ~ Sk-1,k = 1,2,.-.„ (Tk: k > 

1} 独立 同 分 布 , 向 且 有 指数 分 布 , 参数 为 。 索赔 额 变量 {Xr : k > 1) 是 独立 同 分 

布 的 ， а F, 假设 F(0) = 0,Е(Х) = ш. К, 到 时 刻 t 时 , 总 索赔 额 为 
t 


S(t) = Y Xr, (S(t) : t > 0) 是 一 个 复合 Poisson 过 程 。 另 一 方面 , 记 保费 收取 过 
k=1 
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程 为 {P(t) : t > 0}, 此 处 暂时 考虑 确定 性 的 线性 过 程 P(t) =u + с, ЖЧ! и >0 5 
初始 资本 ， 
至 此 , 定义 风险 过 程 为 


U(t)=u+ct- S(t),t > 0 (2) 
风险 过 程 {U0(t) ; t > 0} 的 破产 时 刻 记 为 7 

r=inf(t>0:U(t) < 0) (3) 
风险 过 程 {U (t) : t > 0} 的 破产 概率 记 为 

y(u, t) = Р[т < t],t < oo . (4) 


以 (и, оо) 表示 无 限时 间 内 的 破产 概率 , 简 记 为 %(u)。 对 风险 过 程 , 通常 要 求 下 列 
正 附加 性 条 件 

c 一 >0 (5) 
(5) 式 表明 , 平均 来 说 , 保费 收入 要 大 于 索赔 损失 , 此 时 可 以 证 明 Jm w(u) = 0. 


定义 4 称 满足 (5) 式 的 风险 过 程 (U(t):t > 0} 为 Cramér-Lundberg 风险 过 
程 。 
以 下 结论 以 多 种 形式 出 现 于 应 用 随机 过 程 的 文献 中 。 


定理 1 Cramér-Lundberg 风险 过 程 的 破产 概率 有 以 下 表示 
1- (и) = (Ó pe u>0 
其 中 p= Ap/e < 1, жа F = 1— FP, ЖА 
Fila) = Fdy, т>о 
对 取 值 于 [0,00) 的 分 布 H, Н"* 表示 H IJ n ЯЯ. FH п = 0 时 对 应 于 


FA, 因此 定义 
Я |, т< 0 
H* (ж) = 


1, t20 


定理 1 表明 1 一 %(u) 可 视 为 一 个 复合 儿 何 分 布 的 分 布 函数 , 或 等 价 地 џи) 可 
视 为 一 个 复合 几何 分 布 的 尾 概率 。 
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2. 关于 蒜 的 基本 结论 
由 标准 Brown 运 动 和 章 次 Poisson 过 程 , ВЈ ШМА Р. 
定理 2 设 W 为 标准 Brown 运 动 , 那么 
(i) W 与 (W2 — t: t > 0) WEM. 


(ü) 对 任意 и € R.,o > 0, 记 W,. (t) = nt + oW, Ж (И, (2) ео 为 漂移 项 为 
и, 方差 为 о? 的 Brown 运 动 。 对 每 个 8 e R. 定义 


є(И/), = exp{8W ualt) — [uB + (23? /2)t} (6) 


那么 {e(W): t > 0} 是 一 个 蒜 , ЗНО, 


定理 3 设 为 强度 参数 为 的 齐 次 Poisson 过 程 , 那么 {N(t) — м: > 0) 
是 一 个 蒜 。 


定理 4 对 Cramér-Lundberg 风险 过 程 {U(t) : t > 0}, X} r e R. 定义 


0(r) = A(E|e”X:] – 1) — cr (7) 


M, (t) = exp[—rU(t) — 0(r)t) (8) 
那么 {M,(t) : t > 0) ÆA 
证 明 对 0 芝 s< 忆 反复 应 用 平稳 独立 增 量 性 ， 


E[M, (t)|Z.] = Elexp{—rU(t) — 0(r)t)|7.] 
= Elexp{—r(U(t) — U(s))) exp[—rU(s))|7Z,]e 0") 


= E|exp(—r(U(t) — U(s)))|Z,]exp(—rU(s) – 0(r)t) 
N(t) 
= 了 lexpf-r 3  X,)|Z,exp(-rU(s) - ME[erx] — 1)t + ств} 
i=N(s)+1 


= exp{A(Ele™!] — 1)(t — s)}exp{—rU (s) — MA(E|erX:] — 1)t + crs} 
= exp{ -rU (s) — 0(r)s) 
= M, (s) 


实际 上 , 以 上 三 个 定理 的 证 明 本 质 上 者 用 到 平稳 独立 增 基 性 。 
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62 ”二 次 变 差 过 程 


1. Doob-Meyer 分 解 定 理 
设 在 概率 空间 (Q, F, P) 上 存在 滤波 F = {Л,}>о. 随机 过 程 X = {Xihso X 
于 下 是 可 适应 的 。 如 果 X 是 可 积 的 ( 即 对 所 有 的 t, ЕХ, < оо), 而 且 当 s < t 时 ， 
下 式 成 立 
Е[Х,|Л.] = Аъ 
那么 称 X J. Ah, 如 果 ЕХ.) > Xe 那么 称 X AFH 
对 满足 一 定 条 件 的 右 连续 下 靳 X, Doob-Meyer 分 解 定 理 给 出 了 一 个 分 解 . 即 


X=M+A 


其 中 M = {Mi, Fe;0 < t < оо} EHEHE, А = (A,, Z; 0 < t < oo) 是 可 预期 的 
增 过 程 , 而 且 分 解 是 唯 -的 。 称 过 程 4 是 可 预期 的 , 是 指 A, 可 由 上 之 前 的 严格 过 
去 历史 来 确定 , BD A, € Z,_, 其 中 


Fr- = (] Fr-e 


#>0 
这 里 不 对 ОооЬ-Меуег 分 解 定理 的 条 件 进行 详细 讨论 。 只 需 指出 , 本 书 所 讨论 
的 在 精算 学 中 出 现 的 随机 过 程 都 满足 这 些 条 件 。 
2. 连续 平方 可 积 持 


设 X EAER., WRIA H t20, E| X2] < оо, WAR X 是 平方 可 积 鞭 。 
ШЖ Xo = 0, WAIE X € M2。 进 一 步 , 如 果 X 是 连续 的 , 那么 记 X c MS. 
站 设 XE М»,0<з<ї#<и<,Җ А 


E[(X, — X.)(X; — Xs)] = E(E|(X, — Х.Х, — Xs)}=0 


即 在 不 同 区 间 上 的 增 量 的 乘积 , 它 的 期 望 值 为 0。 
(ü) 设 X € Mz, ЖА X? = {Х2,7;0 < t < oo) ЖЧ НЛ FE, 这 由 下 面 的 
Jensen 不 等 式 即 证 。 


引 理 1 (Jensen 不 等 式 ) W e: R — R р, Хх 和 yp(X) 是 可 积 随机 变 
量 , 那么 对 任意 o- 代数 9, 下 列 不 等 式 成 立 


e(EIXI9]) 入 正 [e(X)I9] 
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证 明 引用 实 分 析 的 结论 , 如 果 2 В R 是 凸 函 数 , 那么 存在 可 列 的 实数 对 
(an,bn), 使 得 p(x) = supn(anz 十 bn)。 一 方面 


ElanX + 0.16] < Е(Х 6] 
另 一 方面 , Ela, X + b,|g] = а„Е[Х|б] + bn, Aiti 
аһЕ[Х|б] +, < Е[р(Х)|©] 


对 上 式 取 极限 , 即 证 Jensen 不 等 式 。 
由 Doob-Meyer 分 解 定 理 , 可 得 


x = M. + А, 


其 中 M EAER, А 是 可 预期 的 增 过 程 。 如 取 Mo = Ao = 0, 那么 分 解 是 唯一 
的 。 


定义 5 X| X є М», 称 初 值 为 零 的 AX X 的 二 次 变 差 过 程 , 记 为 (X). 

例 1 W (N,,Z,;0 < t < oo) 是 Poisson 过 程 , 那么 容易 验证 M, = N, — M 是 
对 ,而 日 M € Mo, (М), = M. 

设 过 程 X 与 Y 都 属于 Ma, 那么 由 定义 5, (X +Y)? -(X +Y) 55 (X -YP — 
(Х —-Ү) RER, 从 而 它们 的 差 4XY - [(X +Y) – (X — Y) 也 是 鞠 。 受 此 启发 ,可 
得 下 一 定义 。 | 

定义 6 WEF X 与 了 都 属于 MX 和 YY 的 交互 变 差 过 程 记 为 

(X,Y) = 10 +Y) - (X – У) 


上 式 表明 (X Y) 是 有 界 变 差 过 程 。 

如 果 对 所 有 的 0 <t < oo, (X, YY), = 0, 那么 称 X 与 Y 是 正 交 的 。 

由 定义 6 即 知 , XY — (X, Y) Ж. ЯУ, 设 X БУ 都 属于 М», 那么 容易 推 
H, W 0 < s <i < oo, 


Е[(Х, Бе X.)(Y, Sx Y,)|7Z.] = E[X,Y, == XY, Fs] 
= Е(Х,Ү), — (X, Y }s| Fa] 


因此 , “X 与 Y 正 交 " 等 价 于 “在 已 知 当前 信息 的 条 件 下 ,X 与 Y # [s t) 上 的 增 量 
是 不 相 关 的 ”。 
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з. 二 次 变 差 过 程 的 另 一 种 解释 


W X = {Х;0<# < оо} 是 一 个 过 程 , 对 给 定 的 上 > 0, W H = {to,t1,… } 
为 时 间 区 间 [0,] 的 一 个 分 割 , 即 0 = to < ti <- < tm = t, Ц = max [к —Фк-1| 


Vp = Ух, - Xal? 
k=1 
当 |п| — 0 时 , # V 的 极限 为 在 |o, 上 的 二 次 变 差 。 下 面 不 加 证 明 地 给 
出 一 个 定理 , 它 表明 这 里 定义 的 二 次 变 差 和 前 面 的 二 次 变 差 是 等 价 的 。 


定理 5 BX c М, 那么 当 | 了 I| — 0 时 ,VE(D) 依 概率 收敛 到 (Xy, 即 对 任 
给 的 > 0,7 > 0, FE ô> 0, 使 得 当 |П|< ó Bf. 


PIV) – (Х),| > е] <7 
类 似 地 , 对 交互 变 差 过 程 , 有 如 下 定理 。 


定理 6 W X € M5,Y € M5,I = {toti ,tm} 为 时 间 区 间 [0, 引 的 一 个 分 
割 , 那么 


lim, Ye. ~ Хь), — Yai) = (X,Y Jı 


由 定理 5 AEM 6 n 可 得 如 下 不 等 式 
(Х,У)? < (XXY) 


例 2 W B= (B, F0 < t< co 是 标准 Brown 运 动 , 由 平稳 独立 增 量 性 容易 
验证 {В?—{,7,;0 < t< оо} ph. 因此 (В), =. 进一步 ， 设 {(B4D, BO),. з B®), 
Z; 0 < t < oo) 是 d 维 标准 Brown 运 动 , 即 每 一 个 分 量 是 标准 Brown 运 动 , 而 且 不 同 
的 分 量 是 相互 独立 的 , 那么 交互 变 差 过 程 为 


(B®, pü), = Syt, t20 
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1. 连续 平方 可 积 蒜 的 轨道 

首先 , 对 一 般 的 连续 平方 可 积 鞭 M. шй (м), 是 严格 单 增 的 , 那么 M 的 轨道 
在 任意 时 间 区 间 [а,Ь] 内 不 是 有 界 变 差 的 。 这 是 因为 , ШЖ ОП = {toti ,tm} 是 
[а, 5) 的 一 个 划分 , 由 上 一 节 的 结论 ， 
lim „м, 一 Mi = (My, — (М), > 
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假设 M 的 轨道 在 |а, 5) 内 是 有 界 变 差 的 , 那么 


т 
lim мМ, = М‹„_,| < co 
а 21 tx tk- | 


此 时 , 由 于 M 的 轨道 是 连续 的 ， 


m m 
lim Meis — Mirs 2< { lim тах|М,, — М, lim Ma. 一 AMf |= 0 
m $D IMa м Р < Í Pm ma [Ma м) dim Ума = м 


这 与 前 面 的 假设 是 矛盾 的 , 所 以 M 的 轨道 在 任意 时 间 区 间 [а,Ь] Ра АЧА ГЭЕ 


的 。 
山上 述 结论 , 对 一 - 般 的 蒜 М, 不 能 按照 轨道 积分 的 概念 定义 下 述 积分 


T 
Ir(X) - [ X,(u)dM, (ш) 
0 
顺便 指出 , 应 用 前 面 的 证 明 方 法 , 如 果 连 续 过 程 x 的 轨道 是 有 界 变 差 的 , 那么 
容易 验证 (X) = 0. 
2. 简单 过 程 关 于 鞠 的 随机 积分 
为 介绍 随机 积分 的 概念 , 先 考虑 简单 过 程 。 
定义 了 设 随机 过 程 X 有 如 下 形式 
Х‹(ш) = &(ш)1оу(@) + 》 &(ш)1 e, ,](@),0 < t < оо 
1=0 
ИФ о= <<. ‚ lim tn = ос, {fn}n>0 为 随机 变量 , 而 且 €n є Fin sup lEn (w) 
< C < oo ЖХ 为 简单 过 程 。 
对 简单 过 程 x, пуд ЕТА M 的 随机 积分 为 如 下 形式 的 持 变 换 。 当 1,, < 
t< tn+1 IF, 


t 
Fapa Í х,ам, 


п 1 


= У^е(м,,,, = Mr) + Єһ(М, се М, „) 
i=0 

дә S T (М, = Mint;) 
i=l 


由 定义 可 得 MX) 是 连续 的 。 下 面 给 出 五 (X) 的 一 些 性 质 , 其 中 前 两 个 性 质 是 
显然 的 。 
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(i) Jo(X) = 0. 

(ü) I(aX + ВУ) = а(х) + BI(Y), a, ñ € В. 

(їй) EXIF] = (X), з < t, 即 随 机 积分 (X) 是 - Е. 

为 证 明 性 质 (ui). 对 0 < s < t < om, 分 别 对 三 种 情形 , B s < tirti < s < 
tias > tii, 证 明 下 式 成 六 


Efé: (Minati Мл ЛР) = El Msata — М.л.) 
而 二 式 可 巾 假设 6 € 万 ,以 及 M ERGA. 
(iv) E[((X) — TX NF = E i хам), 即 随机 积分 (X) 是 平方 
EAU, 而 且 1(X) 的 -次 变 差 过 程 为 “ 
t 
(1(X)), = / хам), 
为 证 明 性 质 (iv), БОТА) O< s <t < o, tm-1 S s < tmin S s <, 


E|[(L,(X) — 1,(X))°|Z.] 


n=l 2 
-z |f Em- (Mem — М.) + 3 ` &(M,,,, — Me) + &(М,— м} 


| 
2 
{е mi (Mim — Ms)? + Уем, = М.) + & (М, – Mi)? | d 
g 1 2 
-| le. 1((M)in (M).)° + 2 8 (М), „с (М), )? + EM) оо?) 


d 
=E | j хам) 
在 上 面 的 推导 中 , ЛЗ Y F ЛАВ А РЕЛ, 即 在 不 同 区 间 上 的 增 量 的 乘积 , 它 
的 期 望 值 为 0. HAF, 还 用 到 了 M? — (M) 是 蒜 的 结论 。 
(v) E| (X) = E ү х?а(м),. 
о 
在 性 质 Gv) 中 取 s = 0, 然后 两 边 取 期 望 , 即 得 性 质 (v). 
З. 一 般 过 程 关 于 挝 的 随机 积分 


一 般 的 随机 过 程 X ЖТ M 的 积分 , 本 质 上 是 通过 简单 过 程 关 于 鞠 M 的 积 
分 来 定义 的 , 筷 涉 及 革 的 极限 定理 。 这 里 不 再 对 一 般 理 论 展 开 , 只 要 求 X 是 可 预期 
过 程 , 而 且 M E At5。 另 外 要 求 对 所 有 的 上 > 0, 


t 
E / Х?а(М), < оо 
0 





i=m 
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此 时 X XT M 的 随机 积分 是 唯一 确定 的 连续 平方 WRR {LL(X), ;0 < t < 
со}, (XY = E dM, 而且 (1(X)), = х?а(м),. 
ТЖВ АНИТА r РА) š pr РИ X: УВЕ ВЪТРЕ. 9h, 
下 面 不 加 证 明 地 给 出 如 下 性 质 。 
(Gü) ià X ЖҮ ХЕ M 的 随机 积分 分 别 为 X) 和 Y) 那么 对 0<s<t< 


д 


(ü) Ш XAY KFY MA N 的 随机 积分 分 别 为 TM(X) 和 INY), 那么 
IM(X) 利 IN(Y) 的 二 次 变 差 过 程 为 


t 
E[(L,(X)— L,.(X))(L(Y)— L.(Y))|Z,] = E ji XuYud( MD 





MARNY = Í  X.Y. (M, N). 
D 
(iii) 记 X е9 M 的 随机 积分 为 М = IM(X),y 关于 N 的 随机 积分 为 
INY), 那么 ІҮ) 一 IM(XY), ЕП V.dN, = Х„Ү»амМ,„ . 


最 后 不 加 证 明 地 给 出 如 下 结论 ， 它 在 金融 数学 的 无 套利 定价 理论 中 有 重要 应 
用 。 


定理 7 (RETER) 在 一 个 概率 空间 中 , 设 M E AQ. 而 且 它 的 二 次 变 差 过 
程 为 正 , MARAE N, 它 可 表示 为 关于 M 的 随机 积分 , Вр 


t 
N= No + | фам, 
0 
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1. Но 公式 
有 了 前 面 随机 积分 的 定义 , 下 面 介绍 It6 公式 , 为 此 先 引 入 半 著 的 定义 。 
定义 8 如果 可 适应 的 连续 随机 过 程 X = {Xn F0 < t < оо} 有 如 下 分 解 


X, = Xo + M, + B, 


其 中 M 是 连续 鞭 , 是 可 适应 的 连续 有 界 变 差 过 程 ，Bo = 0, 那么 称 X Jb. 
Ió 公式 表明 , 连续 半 蒜 的 光滑 函数 仍 是 连续 半 蒜 ,而 且 它 给 出 了 新 的 半 训 的 
分 解 。 下 面 不 加 证 明 地 给 出 两 个 定理 。 





.88 . 第 六 章 连续 时 间 持 


定理 8 W X 是 有 如 上 分 解 的 连续 半 鞠 ，f : R 一 R 是 二 次 可 微 函 数 , 那么 
f(X,) 也 是 半 鞭 ,而且 


t t 1 t 
t) = '(X.)dM. '(X,)dB, + = "(X.)d(M), 
f(x = лхо) + f охам, + Í xa, + 3 Í oaa 
上 式 右边 第 二 项 是 一 个 粹 , 而 第 三 项 和 第 四 项 之 和 为 有 界 变 差 过 程 。 
有 时 候 , һә 公式 也 可 写成 如 下 微分 形式 
арх) = /'(Х)ам, + XB + /"(Х)а(М), 
= ухах, + 2 ”(X)d(My, 
下 面 定理 给 出 了 -- 般 情形 下 的 nó 公式 。 


定理 9 {M = (Mi , MEP), Fe} 是 d ДВ, = (B®, В), Fa} 
№ а 维 可 适应 的 有 界 变 差 过 程 ,Bo = 0, 记 X = Xo + M,+B,, 其 中 Xo € Foe 设 多 
ICR f(t, т) : [0, оо) x Rd > R AF t EAE, 关于 z 是 二 次 可 微 的 , 那么 


t 9 d t д | 
_ (i) 
F(t, Xa) = f(0, Xo) + / эү /(в, X.)ds + > J Эг, fls, Х,)ав! 
4 t 
2 (i) 
4 3 Í эг; f(s, Х.)ам! 


> 


i=l j 


Mim s. 


+ 


j / ps XsjdtAMG MÜ) 
> ph s)d{ , )s 
КИН 一些 例子 。 

例 3 i f{z) = z?, 对 标准 Brown 运 动 W 应 用 定理 8, 即 得 


t 
W2 = 2 / W,dW, + t 
о 


等 价 地 
t 
2f W,dW, = W? — t 
0 
#4 设 f(t,z) =ехр(тт + nt), їй X, = explo W, + ut), 对 标准 Brown 运 动 W 
应 用 定理 o 即 得 
dX, = X, (vaw, + (x 十 3) ar) 
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Б 设 fitr): [0,00)x R > RAF t ERITAR, 关于 z 是 二 次 可 微 的 ， 
记 X, = f(t, Wi), 对 标准 Brown 运 动 W 应 用 定理 9, 即 得 


ах; = уа, Х,а + f(t XdW; E 2 Әт Е Х,)а; 
为 使 X, Poh. 图 数 f(t.z) 应 满足 如 下 条 件 
д 1 2? 
aer) + 59221062) = 
1 2 1 2 
特别 地 , 取 f(t, 2) = exp (ог – 2а 小 那么 exp (aw, -370 ) ES, 
例 6 引入 多 项 式 函 数 


iT,Yy € R 


Hals, y) = = exp (ог 一 se) 
а=0 





例如 Holz, y) = 1, Hilx, у) 5 т, Ha (z, y) = т? E y, Нз(®, у) = z? сй Зу, Ha(z, y) = 
т“ — 6z2y + 342, 


这 些 多 项 式 满足 以 下 递 推 关 系 


д 
эт" y) = пНи-1(т,у)}п = 1,2,-.. 


1 д? д 
2912 Н") + gy nls) = 0;п = 0,1,2,... 


对 标准 Brown 运 动 W, 可 以 证 明 H,(W,, t) ДЕФА. 
顺便 指出 , 前 面 定 义 的 Н, (2, у) 和 Hermite 多 项 式 hale) 有 密切 的 关系 


һа) = Er ea еге) 


Hn(z,y) = Vn!y"/2h,,(z/ у) 
2. 随机 微分 方程 
例 4 的 结论 是 一 般 的 随机 微分 方程 的 特例 。 随 机 微分 方程 的 一 般 形 式 是 
dX, = b(t, X,)dt + a(t, X,)4W, 


其 中 W 是 标准 Brown 运 动 和 o 是 依赖 于 + 和 X, 的 函数 , 当 它们 满足 一 定 条 件 
时 , 随机 微分 方程 存在 唯一 解 。 
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例 7 如 下 随机 微分 方程 的 解 是 存在 的 , 称 为 CIR 随机 利率 过 程 , 它 是 金融 经 
济 学 中 的 基本 利率 过 程 之 --。 


dr, = (u — redt + o /T+dW, 


其 中 x, uo > 0,W 是 标准 Brown 运 动 。 
例 8 如 下 随机 微分 方程 的 解 是 存在 的 , 称 为 Ornstein-Uhlenbeck(OU) 过 程 。 


dr = x(u — Tri)dt + саи, 


其 中 ko > 0,W 是 标准 Brown 运 动 。 


在 金融 经 济 学 中 , 例 7 和 例 8 中 的 过 程 都 表示 随机 利率 过 程 , 它们 都 表明 随机 
利率 т, 趋 近 于 长 期 利率 u, 而 趋 近 速 度 与 二 者 的 偏差 成 比例 。 在 例 7 中 , 波动 性 与 
当前 利率 有 关 , 而 在 例 8 中 , 它 与 当前 利率 无 关 。 


65 ”测度 变换 与 Girsanov 定理 


定义 在 概率 空间 (Q, F, Fe P) 上 的 随机 过 程 X, 它 的 分 布 特征 是 与 概率 测度 P 
HHX fJ. 具体 地 讲 , 设 W XT P 是 标准 Brown 运 动 , Q ~ P, 那么 一 般 地 , W © 
于 晶 不 再 是 标准 Brown 运 动 。 这 一 节 讨 论 测度 变换 与 过 程 分 布 之 间 的 关系 。 


1. 连续 时 间 过 程 的 Radon-Nikodym 导数 
测度 Q 关于 测度 P 的 Radon-Nikodym 导数 记 为 3Q 15 , 它 是 一 个 随机 变量 。 对 


可 适应 的 随机 过 程 Х, 以 下 关系 成 立 


(i) Eo(Xr) = Es (xe). 


(Н) Eo(X,|Z,) = «Е XF) s < t < T, IEH ç = Er (|7) 为 Radon- 
Nikodym 导数 过 程 。 
2. 一 个 简单 的 测度 变换 

设 W 关于 测度 PP 是 标准 Brown 运 动 , 给 定 正 数 T > 0, 测度 Q 由 下 列 导数 定 
X 

qp = exp(-?Wr - 272) 

那么 W 关于 测度 Q 是 具有 常数 漂移 项 -y 的 Brown 运 动 ， В W, = – yt, 其 中 
W, 关于 测度 Q 是 标准 Brown 运 动 。 
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为 证 明 上 述 结论 , 首先 要 说 明 Wr 关于 测度 Q 是 正 态 分 布 变量 N(-yT,T), 这 
是 因为 
Е[ехр(ӨМ/т)| = Ep Ë exp(0Wr) = Ер 2 š T + 0W) 


= exp r + 50 一 ЁТ] = exp(—0+yT + 30°7) 


进一步 , 为 证 明 W (W, = W, + yt) 关于 测度 Q 是 标准 Brown 运 动 , 需 证 明 
(1) W 是 连续 的 , 而 且 W, = 0. 这 是 显然 的 。 
(ü) W, 关 寺 测度 Q EESTE N(0,t)。 它 等 价 于 


Eolexp(0E)] = ехр (50) 
(iii) Wiss 一 Ws 关于 测度 Q REREH (0, 0), 而 且 与 Z, 独立 。 它 等 价 于 
Eo[exp(0(W,, , — W,))|Z,] = exp (еч) 
(ii) 和 (їн) 可 由 Radon-Nikodym 导数 所 满足 的 第 二 个 关系 来 验证 。 


3. Girsanov 定理 


对 - - 般 的 测度 变换 与 Brown 运 动 的 关系 , 有 下 面 的 定理 。 有 了 时候 也 称 为 Сашегоп- 
Martin-Girsanov 定理 。 


定理 10 设 W 关于 测度 P 是 标准 Brown 运 动 , + 是 可 预期 过 程 , 对 > 0 i 
; 
足 条 件 Ерехр (3 1 Фа) < оо, 那么 存在 与 测度 P 等 价 的 测度 О, 使 得 


nd г ү? 
(i) R = exp (- J И, 一 ; Í аё) ° 
0 0 


(i) W, = W, + / Ysds 关于 测度 Q 是 标准 Brown 运 动 。 
0 


86 WAAMA 

这 一 节 通 过 一 个 具体 的 例子 , 说 明 在 一 些 问题 中 如 何 应 用 鞭 方 法 。 设 (Q, 丰 ,F, P) 
是 概率 空间 , X 是 实 值 随机 变量 , E| X| < oo, 那么 M(t) = Е[Х|л,] 是 一 个 蒜 。 
1. 一 个 引 理 


引 理 2 设 M 为 连续 蒜 , 而 且 它 在 任意 有 限时 间 区 间 上 是 有 界 变 差 的 ， 那么 
M 取 常 数 , 即 M(t) = M(0). 
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证 明 由 тео 公式 , 注意 到 有 界 变 差 性 , 可 得 
M2(t) = М?(0) +2 J i M (в)аМ (s) (9) 
对 (9) 式 两 边 取 期 望 , 可 得 
E[M?(t)] = M2(0) 
因为 М E, ТЫ E[M(t)] = M(0)。 从 而 
Var[M(t)] = 0 
这 就 证 明了 M 是 常数 。 
2. 几何 Poisson 过 程 
设 股票 在 时 刻 t 的 价格 有 如 下 形式 
S(t) = entt+BN(t) (10) 
其 中 N 为 参数 为 和 的 Poisson 过 程 。 引入 符号 
V(t) = E[S(t)] 


为 求 Y(t) 的 表达 式 , 显然 可 以 不 必 应 用 鞭 方 法 。 下 面 应 用 鞭 方 法 求解 , 说明 有 关 思 
路 。 
设 Fi,t 2 0 是 由 Poisson 过 程 产生 的 滤波 。 选取 d ee 0, FJ 2 M 


M(t) = E|S(T)|7Z,) 
š PEAN СТАКА у) zJ 


= 5() (Т – t) 
在 上 述 推导 中 应 用 T poisson 过 程 的 平稳 独立 增 量 性 质 。 
引入 符号 v = 宁 ,应 用 关于 逐 段 可 微 函 数 的 链 式 法 则 , 可 得 
dM(t) = S(badtV(T — t) + (S(t) — S(t—))V(T — t) + S(t)V'(T – t)(-dt) (11) 
上 式 右 边 第 - :项 对 应 于 间断 点 。 注 意 到 
S(t) — S(t—) = erttBN(t) _ eet+8N(t—) := eatHBUNUL-)+AN(O) _ агъам) 
a 5(2—)(е?2 00) s 1) (12) 
= S(t—)(e? — 1AN (t) 
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把 (12) 式 代入 (11) <, 引入 车 Mw 
dMn{t) = aN (t) — лае 
最 后 得 到 
dM(t) = 5(Ф@)[еУ (T — t) — V'(T — t) + (e? — 1)AV (T — t)|dt 
+S(t—)(e3 — 1)dM, (t) 


在 上 式 的 推导 中 , 把 S(t—)dt 用 S(t)dt 代替 , 这 是 因为 改变 函数 在 可 列 个 点 的 取 
值 不 影响 积分 值 。(13) 式 右 边 第 一 项 是 两 个 著 的 增 脐 之 差 , 从 而 它 也 是 鞭 的 增 量 之 
W. 显然, 它 对 应 的 蒜 是 连续 的 , 而 且 是 有 界 变 差 的 。 由 引 理 2, 此 蒜 是 常数 。 从 而 


(13) 


aV(T—t)- V'(T — t) + (е — DAV(T — 1) = 0 
它 等 价 于 下 述 微分 方程 
У'(4) = [е + (ef – 1)д]У (t) (14) 
由 定义 即 得 方程 (14) 的 初始 条 件 为 V(0) = 1. 求解 后 , 得 到 


V(t) = expl(a + (ef — 1)А) 


87 ”关于 半 拷 的 变量 蔡 换 法 则 的 一 般 形式 


1. 关于 半 鞠 的 变量 普 换 法 则 的 一 般 形式 


设 X = (X(),... , X(m)) 为 mm EER, f: Rm 一 R 为 m 元 二 次 连续 可 微 函 
数 , It6 变量 替换 \ 式 的 - - 般 形式 为 


_ {01 д2Ј G) yhe 
df (Xi) > pC jax; +22 онооно CC-Jd(X ‚х%у 


+ fm 入 р-да} 


在 上 述 公 式 中 , 设 X 的 轨道 是 右 连续 的 , 而 世 左 极限 存在 , X 表示 过 程 在 t 点 的 
左 极限 。 当 XG) 或 ХО) 是 有 界 变 差 过 程 时 , 二 次 变 差 过 程 (XG, XG) = 0。 对 连 
续 过 程 X, 变量 蔡 换 公 式 仅 包括 右 边 的 前 两 项 , 进一步 , 如 果 X 的 轨道 是 确定 性 的 
ПРА ЖО, 那么 1t6 变量 替换 公式 就 是 通常 的 微 积分 中 的 链 式 法 则 。 

对 有 界 变 差 过 程 , (15) 式 可 写 为 


(15) 


ах) = F эз XOXO) + у(х) ~ у(х) (16) 
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特别 地 , 对 f(xy) = ту, 由 (16) 式 可 得 到 有 界 变 差 过 程 的 分 部 积分 法 则 
4(Х,Ү,) = Y,dX, + X,_dY, = МХ, + X,dY, — АХ,ДҮ, 
为 给 出 tô 变量 替换 公式 的 另 一 个 特例 , 首先 简要 介绍 扩散 过 程 。 扩散 过 程 是 
轨道 连续 的 Markov 过 程 , 通常 这 类 过 程 可 由 如 下 随机 微分 方程 定义 
ах, = r(t, X,)dt + o(t, X,)4W, (17) 
其 中 W 是 标准 Brown 运 动 , 称 为 漂移 系数 ,o 称 为 扩散 系数 。 如 果 < 和 o 不 依赖 


F X, ЖА dX, 可 视 为 正 态 分 布 变量 , 均值 为 ktdt, 方差 为 rzdt。 直 观 上 ,X 由 众 
多 独立 的 正 态 变量 之 和 构成 , 所 以 X 的 增 量 是 有 独立 的 , 而 且 服 从 正 态 分 布 ， 


Жы ХКК š ads, К 2 ) 
: (/ Kads [ в?аз 
现在 设 f: R — R 为 二 次 连续 可 微 函 数 ,XY 是 由 (17) 式 定义 的 扩散 过 程 , 那么 
1t6 公式 变 为 
df (Ха) = /'(Х,)(к@, X,)dt + a(t, X,)4W,) + 5020, Xe) (Xe)dt 


2. 变量 替换 法 则 的 一 些 应 用 

这 里 给 出 tô 变量 替换 公式 的 三 个 应 用 。 

(i) 关于 Brown 运 动 上 穿 概率 的 一 个 经 典 结论 

设 B = {В‹}‹>о 为 带 负 源 移 项 的 Brown 运 动 , 即 B, = —ct + oW, ЖФ с> 0, 
W 为 标准 Brown 运 动 。 给 定 水 平 r > 0, 考虑 В 不 会 达到 z 的 概率 , 它 等 价 于 oW 
不 会 达到 直线 边界 fc + ct}iso 的 概率 。 记 此 概率 为 P(z), 那么 


Р(х) = 中 ne < = 了 | 门 {cW。 <=+e)| 


s>0 s>0 
上 述 问 题 的 解 为 
2с 
P(x) = 1 ~ exp (-2:) (18) 
(18) 式 是 关于 Brown 运 动 的 一 个 经 典 结 论 。 下 面 应 用 lta 公式 得 到 (18) 式 。 
记 Z, =0{В,:8< t), БШ М 如 下 : 


M. (а аня (19) 
s20 


№ Browni 5) УР Fa ih r 8 РЕ, 可 得 


M, = P(x + ct — oW) 
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其 中 了 为 示 性 过 程 ， 
h = | N (oc W, < 26] 


0<s<t 

应 用 Ió 变量 替换 公式 的 一 般 形 式 , 注意 到 示 性 过 程 工 的 连续 部 分 为 常数 , 可 

以 得 到 
в? 
ам, = l- (Pe + ct — oW,)(cdt — aod W) + zP + ct — тида) 
+I, P(z 十 过 一 oW,) 一 1,- P(z + ct 一 II) 
由 于 L P(z + ct- oW,) 是 连续 的 , 上 式 右边 最 后 两 项 之 差 为 0。 最 后 把 含有 aW, 
的 项 移 到 左边 , 那么 左边 变 为 两 个 连续 蒜 的 差 , 从 而 仍 为 装 , 而 右边 变 为 连续 的 有 
界 变 差 过 程 。 因 此 新 的 蒜 为 常数 , 由 此 得 到 
P'(z)c + =. P”(z) = 0 
上 述 微分 方程 的 解 为 
P(z) = a + bexp (-22) 

应 用 边界 条 件 Р(0) = 0, Р(оо) = 1, 可 得 到 (18) zŠ, 

由 (18) 式 即 知 Brown 运 动 {0 И, рео 上 穿 直 线 边 界 {с + cth>o 的 概率 为 1 — 
P(x) = exp (-2: 

对 大 量 的 独立 风险 的 保单 组 合 , 如 果 以 B 表示 累积 索赔 与 累积 保费 之 差 过 程 
的 扩散 近似 , 在 单位 时 间 内 净 收 益 的 期 望 和 方差 分 别 为 c 和 o?, 那么 Р(х) 就 是 当 
初始 资本 为 z 时 , 破产 不 会 发 生 的 概率 。 相 应 地 , 破产 概率 为 Q(z) = 1 — Plr). 

(ü) Poisson 索赔 过 程 下 的 破产 概率 

设 索赔 的 发 后 均 成 一 个 Poisson 过 程 , 强度 参数 为 常数 和 。 另 外 , 单个 索赔 额 
是 独立 同 分 布 的 , 分 布 函数 为 G. їй N(t, А) 为 在 时 间 区 问 (0, t] 内 发 生 的 索赔 额 
属于 А 的 范围 的 索赔 次 数 。 设 在 时 刻 t 的 保费 率 为 (X), 一 般 地 它 与 当前 到 余 额 
X, 有 关系 。 支付 函 数 可 以 表示 为 

dB, = ed — e(X,)dt (20) 
у 
ЕЈ Ре 8. 
/ f (yN (dr, dy) — XdrG(dy)) 
у 


进一步 假设 利率 累积 因子 为 


rt 一 ešt+=W, (21) 
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其 中 bo 是 常数 ,W 是 与 索赔 过 程 独立 的 标准 Brown 运 动 。 
首先 , RARER 0 的 值 为 Xo, 那么 它 在 时 刻 上 的 值 为 


t 
X, = Xoe”! -f e™ "rdB, 
0 
对 s> tX, 和 X, 的 关系 如 下 


8 
Х„=Х{е"'' -f e" "dB. 
t 


现在 设 X, = z, 对 给 定 的 и, 考虑 在 时 间 (+, ш) 内 破产 不 会 发 牛 的 概率 ， 


Р N (X. > oiz] 


t<s<u 


H (23) 式 , 上 述 概率 可 表示 为 


P(t,z) = P | sup / e (rr-r) dB, < “л 


ї<аси Jt 
АЖ P(t,z), ЖШ ЕЁ 
М, = e| П { > ол) 
Osu 
M 可 以 表示 为 
M: = P(t, Х,) 
其 中 1, 表示 在 [0,t) 内 破产 不 会 发 生 的 示 性 函数 。 
下 面 给 出 应 用 Ita 公式 的 详细 过 程 。M 又 可 以 表示 为 
/(Х®,х@,х@®, x(0) = XO P(X ex x) 
其 中 
xÜ) = I, 
xP =t 
XO = б + oW, 


t 
X) = X — f e-(ős-0oW;) (/ УМ (ds, ду) 一 e(X,)ds) 
0 и 


(22) 


(23) 


(24) 


(25) 
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相关 的 偏 导数 为 
a Р(2,е at) 


(3) 
mi = = 20 Ë pa, e z zD) 


9 РЧ тз) (з) 
zal = ЕР r) zP, e т\%))е* rt) 


д (3) (3) 
f = кон ez zi) je? 
Or(4) дт 





д? 2 а 
sÍ = r0 ZÉ PaO ea) (e9) + ж) PaA es” z(0 je” 00) 


应 用 求 Brown 运 动 上 穿 概率 的 方法 , 最 后 可 得 到 P(t,z) 满足 如 下 积分 微分 方程 : 


?D+ (да) + (в+ ®)) 2 — Pite =) + 220° 2 pü, z) 


2 дт? (26) 
十 入 (Ра) 一 [Pea 一 усе) = 0 


ЗНН, 为 求 上 述 方 程 的 解 , 需要 一 些 边 界 条 件 , 例如 需要 知道 在 时 刻 u 时 
P(t,z) Н. WRS и 一 оо, 那么 就 得 到 在 无 限时 间 内 破产 不 会 发 生 的 概率 , 它 
也 是 [0, оо) 内 破产 不 会 发 生 的 概率 , іа у Р(х), Р(х) 满足 如 下 方程 


(ч) += (° + т)) Р(х) + то pr(s) 


+А (Ре) = ре 一 усе) -0 (27) 


进一步 , 如 果 利 率 是 确定 性 的 , 即 c = 0, 而 且 保 费 率 是 常数 с, 那么 (27) RE 
为 


(c+ zó)P'(z) + À (г) = fre 一 уски) = 0 (28) 
最 后 , 如 果 不 考虑 利率 , Вр т, = 0, 那么 Р(х) 满足 的 方程 可 进 - 步 简 化 如 下 
eP'(z) + À (г) - fre 一 уау) = 0 (29) 
(29) 式 就 是 经 典 风险 理论 的 结论 。 
(ш) 一 个 永久 年 金 的 概率 分 布 
考虑 如 下 随机 变量 


оо 
Х = / е т-та, (30) 
0 
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X 可 视 为 利率 累积 因子 为 re = et W 下 的 连续 永久 年 金 的 现 值 。 ЭЖ X 的 概率 
分 布 , 注意 到 


[4 


РХ<т|=Р пі • “mar а) 


t20 


-?|N{-/ e $r—-2W; dr >o} (31) 
t20 


因此 (31) 式 表明 PIX < z] 可 视 为 特殊 情形 下 的 生存 概率 P(z)j。 此 时 不 存在 索赔 ， 
保费 率 c = –1, 初始 值 为 z, 存在 随机 利率 时 , 从 而 (27) 式 变 为 








2 к ЖЕ 

(= +z ( + 5)) P'(z) + -y Pl) =й (32) 

由 (32) 式 可 得 
, 1 2 

Р(2) = О; Tasos EXP (- =) (33) 

其 中 C, 是 某 系 数 。 
H (33) 式 可 知 , Y = X 的 概率 密度 函数 为 
Cay???) exp (-;®%) (34) 


其 中 Ca 是 某 系数 。 由 (34) Ж, X-1 服从 Gamma 分 布 , 形状 参数 为 25/c2, 标 度 参 
Ж) а? /2. 由 此 即 得 当 大 < 28/02 时 


一 ! 
大 
Е[Х*] = (П5- г) 
3=1 
特别 地 , 当 a? < 28 时 , E[X] = (5 — 02/2) 1. 注意 到 EL X] 关于 o? 是 单 增 的 ， 
Е|Х] > 6-:。 回 顾 一 下 , 确定 性 利率 力 ó 的 永久 年 金 的 现 值 就 是 5-1。 因 此, 如 果 利 
率 力 是 随机 的 , 那么 永久 年 金 的 现 值 变量 的 期 望 值 应 变 大 。 
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1. 引言 


本 节 从 随机 过 程 的 观点 阐述 寿险 数 党。 寿险 与 相关 的 保险 依赖 于 生命 事件 (如 
疾病 、 死亡 等 ), 它们 技 一 定 次 序 构成 了 个 体 的 生命 历史 , 这 正 是 应 用 随机 过 程 阐述 
寿险 数学 的 内 在 原因 。 生命 历 史 可 视 为 一 个 适当 的 随机 过 程 的 样本 路 径 。 最 简单 的 
生命 事件 是 死亡 , 此 时 即使 不 应 用 随机 过 程 , 也 可 以 建立 死亡 模型 (例如 , 把 剩余 寿 
命 视 为 随机 变量 ), 而 其 他 的 生命 事件 就 不 再 这 么 简单 , 因此 在 建立 模型 时 ,需要 考 
BENERE. 很 自然 地 , 随机 过 程 的 理论 和 方法 就 构成 了 一 个 出 发 点 。 

为 清楚 地 说 明 思路 , 首先 引入 一 个 简单 的 例子 。 如 图 1 所 示 , 在 此 例 中 , 两 个 
状态 模型 (或 单 重 损失 模型 ) 以 很 直观 的 方式 给 出 , 它 是 寿险 精算 中 最 基本 的 模型 。 
在 这 个 例子 中 应 用 随机 过 程 , 似 平 是 用 一 种 林 太 熟悉 的 语言 描述 熟知 的 结果 。 对 于 
这 个 事件 本 身 , 应 用 随机 过 程 并 没有 得 到 新 的 结果 , 但 需要 强调 的 是 , 当 建立 复杂 
的 模型 时 , 随机 过 程 的 优势 才 显示 出 来 ， 


M, 
EF 


Hi КЕ 


G) 在 简单 过 程 中 所 发 展 出 来 的 方法 , 对 于 更 为 复杂 的 过 程 同样 适用 , 如 运用 于 
疾病 或 长 期 治疗 的 模型 中 。 
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(ü) 这 些 有 用 的 工具 也 是 金融 数学 中 的 工具 。 特别 地 , 随机 积分 和 条 件 期 望 是 
关键 性 的 思路 与 工具 。 

金融 数学 和 寿险 数学 主要 区 别 在 于 : 前 者 是 以 连续 路 径 的 过 程 为 基础 , 而 后 者 
是 以 有 跳跃 的 过 程 为 基础 。 寿 险 数 学 中 的 基本 研究 对 象 是 计数 过 程 , 它 是 一 类 特殊 
的 随机 过 程 。 


2. 计数 过 程 


图 1 表示 两 个 状态 的 Markov 过 程 , 转移 强度 hz 表示 年 龄 z 时 的 死亡 力 。 为 
THE, 设 生 存 状态 为 0, 死亡 状态 为 1, 那么 这 个 过 程 的 一 条 样本 路 径 可 由 图 2 给 
出 。 在 图 2 中 , RAIF 46 岁 。 样 本 路 径 是 时 间 上 的 图 数 , 记 为 Nolt), H Noi (t) 
可 知 在 时 刻 上 时 死亡 是 否 已 经 发 生 。 从 另 一 方面 看 ,Nol(tb) 表示 到 t 时 已 经 发 生 的 
事件 次 数 。 


0.5 


0.0 
0 20 40 60 80 100 


图 2 死亡 在 46 岁 发 生 的 计数 过 程 的 样本 路 径 


进一步 , 考虑 样本 路 径 Nov (t) 的 增 量 。 在 上 例 中 , 如 果 在 时 刻 t 时 过 程 没有 出 
现 跳跃, 那么 增 量 为 0, 记 为 ANo (0) = 0; 如 果 在 时 刻 上 时 过 程 出 现 跳跃 , 那么 增 量 
为 1, іа ам (0) = 1。 有 时 , 也 用 ANo (t) 表示 алыц). 

对 于 计数 过 程 来 说 , 增 量 dNo1(t) 类 似 于 可 微 的 样本 路 径 的 一 阶 导数 ,可 微 的 
样本 路 径 , 可 通过 对 导数 取 积分 构造 出 来 。 相 应 地 , 计数 过 程 的 样本 路 径 , 可 通过 对 
增 量 取 积分 构造 出 来 。 这 就 引出 了 随机 积分 的 概念 。 


з. 随机 积分 


首先 , 考虑 跳跃 仅 发 生 在 整数 时 刻 的 一 般 的 访 散 时 间 计 数 过 程 。 因 此 , 在 所 有 
非 整数 时 刻 , амо (t) = 0, 而 在 某 些 整数 时 刻 , dNo (0) = 1. ETHE амо, (t) 构 
造 № (0)? 更 具体 地 说 , 能 耕 得 到 No (T)(T 不 必 是 整数 )? 设 J(T) 表示 到 工时 的 
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所 有 可 能 的 发 生 跳跃 的 时 刻 点 , 那么 
Na (T)= >》，dNoi() (1) 


ЄТ) 

其 次 , 假设 Мо (t) 仍 是 离散 时 间 过 程 , 但 在 更 多 的 时 刻 点 可 能 发 生 跳跃 , 如 以 
月 为 单位 , 在 每 个 月 末 可 能 发 生 跳跃 , ЛОТ) 仍 表 示 到 T 时 的 所 有 可 能 的 发 生 跳 跃 
的 时 刻 点 , 此 时 等 式 (1) 仍然 成 立 。 

进一步 , 如 果 时 间 单 位 越 来 越 短 , 那么 取 极 限 后 , 就 得 到 以 下 结论 。 

(i) 计数 过 程 是 连续 时 间 的 过 程 。 

(ü) 可 能 发 生 跳跃 的 时 刻 点 集合 是 区 间 (0, Т). 

(їн) 求 和 形式 变 为 积分 形式 ， 


Мы(Т)= Í ам: = / а№ (t) (2) 
t€ (Т) j 
(2) 式 的 积分 就 是 一 个 随机 积分 。 当 视 为 工 的 函数 时 , (2) 式 就 构成 一 个 随机 过 程 。 


4. 保险 与 年 金 


郑 虑 在 死亡 时 刻 支 付 1 个 单位 金额 的 终身 寿险 。 对 (z), 以 X 表示 此 终身 寿险 
的 现 值 。 如果 以 T 表示 (z) 的 剩余 寿命 随机 变量 , 那么 在 寿险 精算 中 , X = „Т> = 
e T; 。 

如果 应 用 随机 积分 来 表示 XX, 注意 到 在 时 刻 + 时 支付 额 为 1 个 单位 的 现 值 是 v, 
进一步 ,如 果 在 时 刻 е 时 没有 死亡 发 生 , 那么 计数 过 程 的 增 量 为 dNo (t) = 0, 现 值 就 
是 vidNoi(t) = 0。 如 果 在 时 刻 t 时 死亡 发 生 , 那么 计数 过 程 的 增 量 为 dNo1{t) = 1, 
现 值 就 是 vidNm(t) = ww。 求 积分 后 可 以 得 到 


X = / vdNo: (t) (3) 


IERRA MINED Жж. ЖЕЕ EREE, 设 支付 率 为 1, 以 了 
表示 年金 现 值 。 构造 如 下 随机 过 程 ; 如 果 在 时 刻 t 时 没有 死亡 发 生 , 那么 (0) = 1, 
否则 Toft) = 0. 称 {10(t) : t > 0} 为 示 性 过 程 。 由 此 可 得 

Ү = ut Io(t)dt (4) 


对 给 定 的 样本 路 径 来 说 , (4) 式 是 通常 的 积分 形式 。 由 于 样本 路 径 是 随机 的 , 所 
以 Y ЖШ ЛЕ. ШШЩ X(T) 和 YT) 分 别 表 示 到 T 时 的 支付 的 现 值 , 那么 以 
上 两 式 可 修正 为 


T T 
X(T) = f vdNo(t), Y(T) = f ut Io(t)dt (5) 
0 0 
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5. 寿险 数学 基础 

由 前 面 的 例子 , 现在 可 以 从 计数 过 程 的 观点 来 介绍 寿险 数学 的 基本 内 容 。 首 先 
引入 一 般 的 支付 函数 ， 

(1) 如 果 N(t) = 0, 即 生存 状态 , 那么 年 金 的 支付 率 为 ао (ё) 

(ü) 如 果 在 时 刻 上 时 N 由 0 ВКК] 1, 即 死 亡 发 生 , 那么 保险 的 保 额 为 Ao (0). 

注意 到 , 相对 于 保险 人 而 言 ,保费 可 视 为 取 负 值 的 年 金 , 而 且 以 上 支付 函数 可 
以 推广 到 多 状态 模型 。 同 样 地 , 支付 阔 数 也 可 以 包含 离散 年 金 或 纯 生 保险 的 保 额 。 
为 使 讨论 简便 , 这 里 对 离散 支付 年 金 不 作 讨 论 。 

ao(t) ЖЯ! Ао (Е) 都 是 时 间 的 函数 , 但 不 必 是 随机 过 程 , 它们 对 应 于 不 同 的 事件 
的 支付 , 位 并 不 表示 事件 本 身 , 在 通常 的 保险 中 , 它们 是 年 龄 的 函数 。 支付 率 吕 以 表 
示 为 如 下 dL{t) 的 形式 


dL(t) = Aoi(t)dNoi(t) + ао(2) (2) (6) 


上 式 给 出 了 在 (t,t 十 dt) 内 的 支付 率 。 假 设 时 刻 T 之 后 没有 支付 量 (T 可 为 oo), Ж 
么 总 支付 基 为 


т Т. И" 
[a f аң) = / Ао (0а (t) + 1 ao(t) Io(t)dt (7) 
如 以 V(0) 表示 总 支付 在 时 刻 0 的 价值 , 那么 


т Т т 
V (0) =f v‘dL(t) -f А04) + f utao(t)lo(t)dt (8) 
把 (8) 式 与 (5) 式 比 较 , PIAI (8) 式 痢 虑 到 更 一 般 的 支付 , 它 表示 取决 于 特定 
的 生命 历史 的 支付 , 即 支 付 对 应 于 样本 路 径 Мо (0). ФЕ Т 的 函数 , (8) 式 定义 了 
-个 随机 过 程 。 
如 以 V(s) 表示 在 任意 时 刻 s 的 价值 , 那么 


T T T 
V(s) = = Í utdL(t) = z Í ut Ао (t)d No: (t) + = Í vtao(t)Io(t}dt (9) 
НН, 在 以 上 讨论 中 , 假设 利率 是 常数 。 实 际 上 同样 可 以 假设 利率 是 时 间 
的 函数 , 甚至 可 以 是 随机 过 程 。 
6. 现 值 变量 的 期 望 


到 此 , 只 定义 了 样本 空间 的 元 素 , 即 样 本 路 径 Мо (t), 以 及 一 些 相关 的 函数 , 如 
L Ж V(s), 但 还 没有 引入 o- 代数 、 滤 波 、 概 率 测 度 , 从 而 也 就 无 法 进行 概率 运算 ， 
如 计算 期 望 等 。 下 面 将 讨论 这 些 问 题 。 
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(1) 此 处 的 滤波 是 由 过 程 No (2) 产生 的 “自然 的 "滤波 , 对 它 的 描述 如 下 : 在 时 
刻 t 时 , 对 所 有 的 st, 考虑 到 No(s) 的 所 有 可 能 值 , 进而 这 些 可 能 值 构成 的 所 有 
ЧИТ, 这 些 信息 号 构成 了 ogo- 代数 Fio 

(ü) 总 体 o- 代数 天 是 所 有 Z, 的 并 。 

(iii) 概率 测度 对 应 于 生命 表 。 根 据 椒 同 的 目的 ,精算 师 会 选 拌 不 同 的 生命 表 ， 
即 样本 空间 和 滤波 与 概率 测度 的 选择 是 独立 的 。 

所 有 的 计算 都 依赖 于 概率 测度 (生命 表 ) 的 选择 , 这 可 由 现 值 变量 的 期 望 来 说 
时 。 假设 精算 师 选 择 概率 测度 p. 它 等 价 于 生命 表 概率 pr, 考虑 关于 (z) 的 终身 寿 
险 , Ep[X] 为 


Ep | / алыц] = / ü vtEp[d No: (t)] = / ~ vtPldNoi(t) = 1] 


(10) 
= ut tPrHe+edt 
0 


(10) 式 是 寿险 精算 中 的 常识 。 如 果 精 算 师 选择 另 一 个 概率 测度 P*, 它 等 价 于 另 一 
生命 表 概 率 pi, 那么 可 以 得 到 另 一 个 不 同 的 期 户 


ке [Х] = {vt үшүй (1) 
类 似 地 , 年 金 变量 的 期 望 为 
Бү] = f v apadt (12) 


7. 关于 计数 过 程 的 其 他 例子 


图 3 给 出 了 一 个 常见 的 生病 一 死亡 模型 。 以 S(t) 表示 时 刻 t 时 的 状态 ， 这 里 有 
三 个 状态 : 健康 、 生 病 、 死 亡 , 分 别 记 为 0, 1, 2。 图 4 
给 出 了 St) 的 一 个 样本 路 径 : EAE 40 岁 时 牛 病 , 到 
42 岁 时 恢复 健康 。 其 后 在 49 岁 时 再 次 生病 , 直到 在 60 
岁 时 死亡 。 

对 上 述 生 病 一 死亡 模型 ， 可 以 定义 四 个 计数 过 程 ， 
每 个 计数 过 程 都 对 应 于 状态 的 转变 次 数 , 例如 Noi(t) м 
表示 从 状态 0 转变 为 状态 1 的 次 数 ， 类 似 地 可 解释 图 3 生病 一 死记 模型 
Noz(t), Nia (t), Ni2 (t) 的 意义 。 

如 果 把 以 上 作为 一 个 整体 来 考虑 , 孝 么 可 得 到 含有 由 个 部 分 的 计数 过 程 。 另 外 ， 
可 以 定义 示 性 随机 过 程 厂区 ,依赖 于 状态 的 年 金 支 付 函 数 aj(t), 以 及 依赖 于 状态 
转移 的 保 额 函数 А (2) 等 。 只 需 改变 一 些 符号 , 关于 二 状态 模型 的 寿险 数学 就 可 以 
很 容易 地 推广 到 多 状态 模型 中 。 
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图 4 生病 一 死亡 过 程 的 一 条 样本 路 径 


8. 鞭 
至 此 还 没有 涉及 与 计数 过 程 有 关 的 黄 。 下 面 的 识 非 常 简单 , ТЕУ В 
要 的 作用 。 在 二 状态 模型 中 的 蒜 为 
t 

Mo(t) = Nor (t) — í Io(e)uz+ ds (13) 
称 Malh) 为 补偿 计数 过 程 , 而 等 式 右边 的 积分 项 称 为 Nol) 的 补偿 因子 。 为 说 明 
Мо (+) ER, 注意 到 Mold 的 增 量 有 以 下 性 质 

амо (t) = dNoi(t) — Јо(#)и + dt (14) 


Ep|[d Mo: (t)} = Erd No: (0) — Ee[To(t)n,  ,dt] 
=, рухы —t Dz trt = Ü 
在 上 述 期 望 中 涉及 概率 测度 P。 如 果 改 变 概率 测度 , 如 选择 对 应 于 орх 的 概率 测度 
Р", 那么 可 得 到 另外 一 个 鞠 
му = м0) — f (и.а (16) 
此 外 , 给 定 死亡 力 nz, 也 可 以 得 到 概率 测度 р", 使 得 Ме (0) 是 р" 蒜 。 实 际 上 , P 
对 应 于 ,pz = exp (-/ Jeda |. 


对 于 更 为 复杂 的 寞 型 可 以 得 到 一 系列 鞭 , 每 个 鞠 对 应 于 从 状态 的 转变 , ЕЙ) 
形式 为 


(15) 


t à 
MAO = №0) — Í 0 (17) 
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1. РАО EE 54 

为 了 描述 某 现象 的 变化 , 可 考虑 定义 于 时 间 区 间 [0, оо) 上 的 函数 X = (X,):>n, 
Xt 为 在 时 刻 { 时 的 状态 或 取 值 。 在 以 后 的 讨论 中 , 设 Xx 的 取 值 为 实数 。 

HERAN X 是 有 界 变 差 的 , 即 它 可 以 表示 为 两 个 非 减 函数 之 差 。 此 时 ， 由 
有 界 单调 序列 的 收敛 性 , 可 知 对 所 有 的 t, 左 极限 和 右 极 限 都 是 存在 的 , 分 别 记 为 
Xi- = lim Xs 和 Xy = lim Xss 5796, 可 以 证 明 X 的 不 连续 点 集 D(X) 至 多 有 可 
列 个 。 

特别 地 , 考虑 有 界 变 差 函数 类 中 的 子 类 , 此 时 要 求 函 数 是 右 连续 的 而 且 左 极限 
存在 , 简 记 为 RCLL。 概 率 分 布 函 数 属于 这 个 子 类 , 另外 金融 保险 中 的 支付 量 函 数 
也 属于 这 个 子 类 。 如 果 X 属于 这 个 子 类 , 而 且 АХ, = X, - X ЖЖ, 那么 称 
АХ H X 在 时 刻 t 的 跳跃 度 。 

以 下 考虑 共有 如 下 形式 的 x 


t 
Х, = Хо +f zrdr + У (Xr — Х,_) (18) 
0 


0<TSt 


(18) 式 右边 的 积分 项 表示 对 连续 增 量 求 和 , 求 和 项 表示 对 不 连续 点 的 跳跃 度 求 和 。 

进一步 , 假设 X 是 逐 段 可 微 的 。 显 然 , X 是 逐 段 可 微 的 等 价 于 X 和 z 都 是 逐 
段 连续 的 。 此 时 , 在 每 一 点 1 ¢ D = D(z) U D(X), = z, X 在 时 刻 t 的 连续 增 
长 率 为 Tto 


(18) 式 可 写 为 如 下 简便 的 微分 形式 
dX, = z4dt + X, — Xi- (19) 


2. 关于 函数 的 积分 


设 X 和 了 都 是 逐 段 可 微 函 数 , 而 且 X 可 写 为 (19) 式 。 在 时 间 区 间 (s, БҮ 
关于 X 的 积分 定义 为 
£ t 
/ Ү.аХ, = / Eir Y (X, X.) (20) 


s<r<t 


(20) 式 定 义 的 积分 可 视 为 ! 的 函数 , 它 是 逐 段 可 微 的 ， 它 在 时 刻 + 的 连续 增 量 为 
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Y,z dt, 跳跃 度 为 Y,(X, 一 XX._)。 特别 地 , HZ Y = 1, (20) 式 变 为 


t t 
Гах. = | х.т + Y (Xr - Xr-) 


s<er<t 
t 8 
- | zrdr 十 У) (Х,-Х,.)- / zrdr+ У (X, — X,-) 
0 о<т<! 0 0<TSs 
= X: = Xs 


上 式 最 后 一 式 用 到 (18) 式 , 从 而 


Ё 
X, = X. +f ах, (21) 
下 面 顺 便 给 出 另外 两 种 积分 形式 
t t 
J Ү,аХ, = im f Y;dX; = YrdXr 
8 一 "18 de 1s,t] 
t— r 
] Yr-dXr = lim f Y;dX, = YrdXr 
з rit J, (s.t) 


3. 链 式 法 则 


设 K= (Xf, XAP) 是 m 元 图 数 , 每 个 分 量 都 是 逐 段 可 微 的 , dXi = ridt + 
(Хі Xi) W f: R” в ЗН, 而 且 有 连续 偏 导数 , 记 为 D;f。 构造 复合 
函数 f(X,) = f(X} ,Xm)。 如 果 在 关于 时 间 的 某 开 区 间 内 , zi 是 连续 的 , 而 且 
X 没有 跳跃 点 , 那么 ОХ) 满足 通常 的 链 式 法 则 ; 而 在 例外 点 上 , FOX.) 有 跳跃 ， 
跳跃 度 为 /(Х,) 一 了 (XX,-)。 从 而 下 述 链 式 法 则 (或 称 为 It6 AR) 成 立 ， 


df(X = 》 Dif (Xi)zidt + f(X,) — f(X,-) (22) 


i=l 
(22) 式 的 积分 形式 为 


m 


t 
ух) =.) + Í Урака D A-S (23) 


в<т={ 


显然 , /(Х,) 是 逐 段 可 微 的 。 


一 个 常见 的 特例 由 下 式 给 出 
d(X,Y,) = Хад? + Y, dt + XY, 一 ЖҮ. 
= X,-dY, + Y, -dX, + (X, — Xi- )(Y, — Y,-) (24) 


= X,—-dY, + Yed X; 
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ч X ЖҮ 没有 共同 的 跳跃 点 时 , (24) 式 变 为 通常 的 形式 
d(X.Y,) = X,dY, + Y,dX, (25) 
(24) 式 也 可 与 为 如 下 分 部 积分 形式 


t t 
/ Ү,4Х, =Ү,Х,-Ү,Х,- f X, _dY, (26) 


4. 一 些 特殊 情形 
现在 考虑 (26) 式 的 三 种 特殊 情形 。 不 失 一 - 般 性 , 在 (26) 式 中 设 s = 0, 可 得 


t t 
Y,X, = YoXo + / Y,dX, + / X, . dy, (27) 
0 0 


(27) 式 表 明 XY 在 时 刻 t 的 值 等 于 XY 在 时 刻 0 的 值 与 区 间 (0,4] 内 的 增 量 之 和 。 
下 面 分 二 种 情况 考察 (27) 式 。 
0 0 
(i) É X 和 YY 都 是 离散 的 。 为 简化 符号 , 设 X = Y rj Y = Уу. ЖА 
j= j=0 


ít] [t] 


XM = 2-а) Ули = 2 zas = oyo + >; уу + Š Tiyj 
=0 127,121 i<j 
i i Ë] 3—1 


Toyo + 2 y` Уу: + >` Y ziyj 


i=l 3=0 j=1 i=0 
|] 10 


zom + у Ya + ` X; - 1; 


j=l 


= Toyo + [ Ү,ах. EE й х 
0 п 


上 式 就 是 (27) 式 。 在 上 面 最 后 表达 式 中 , 求 和 项 表示 成 广义 形式 的 积分 。 
(ü) 如果 X A Y 都 是 连续 的 ， 


t t 
X = Xa if £dr, Y, = Yo +f yrdr 
0 
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设 Xo = Yo = 0, 那么 


t t 
X, Y, =f zeda f ут 
0 0 


J J! YrdTIo do + 1] ЈА Tordoyrdr 
О<т<ес<{ 0<ес<т<{ 
t o t T= 
一 ү f zyrdTzudc + f f Todoy dT 
o Jo o Jo 
t t 
=f yozodo+ | Xr-yrdr 
D 0 


t t 
ü / YdX + / Х,аү, 
0 0 


上 式 就 是 (27) 式 。 在 上 面 最 后 表达 式 中 , 因为 改变 被 积 函数 在 可 列 个 点 的 数值 , 积 
分 值 不 变 , 因此 可 把 x. 换 为 Х,. 
0 
(iii) 设 X 和 了 有 一 个 是 连续 的 , 另 一 个 是 离散 的 。 如 X, = Y z; Y, = Yo + 


t ы 
/ утЯт о 引入 
0 
j 
yo = Yo, 9; =f yrdr, j= 1…… ,的 
了 一 1 
那么 X, = Ху, 而 且 
XY, = Xi Yi) + Жү (Y, — Yin) 


14 10 П 
=} 4} + xu f утат 
i=0 j=0 10) 


(28) 


应 用 情形 (1) PREE, (28) 式 右 边 第 一 项 为 


+ it] 7-1 


XoYo + УЮ уй + у? Уф, 
i=l j=0 j=1 i=0 

[t] l!) j 
= хь + Y+ Xa war 

i=l j=1 2-1 

t 8 
= XoYo +f Y dX, +f X; _dY; 
0 0 


2) 
向 (28) 式 右边 第 л) / X7r_dyr。 上 因此 , 在 这 种 情形 下 , (27) 式 也 成 立 。 
(r 
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5. 计数 过 程 

W h <<. 3 (0, оо) 内 的 一 个 序列 , 而 且 jim t; = оо, t; 可 解释 为 某 
事件 第 j 次 发 生 的 时 间 。 在 时 间 区 间 [0,4 内 事件 发 生 的 次 数 记 为 Nt = #(j;t; < 
t] = Y lin olt) WE to = 0, WAH tj <t < tj 时 , М, = jo 这 样 定义 的 函数 


N = (Мурзо 称 为 计数 函数 , 它 是 一 个 特殊 的 逐 段 可 微 函数 。 
在 (23) 式 中 , 取 X 为 计数 函数 N. ШЕ у: Е В, 可 得 


f(N,) = F(N) + Y  (f(N;,)— ОМ, )} 


а<т©{ 


= /(М„)+ D  (f(N,- +1)- /(М,—)}(М — N,_) (29) 


еа 


= км) + f (f(N,_ +1) -ON )}ам, 
注意 到 (29) 式 和 下 式 是 类 似 的 


1 
fü)=f0)+ (/G)- /(@-1)} 
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1. 支付 量 函 数 


在 金融 与 保险 中 , 为 描述 在 一 段 时 间 内 有 效 的 合同 所 导致 的 现金 流 变 化 , 可 引 
入 支付 量 函 数 。 设 在 时 刻 0 时 合同 生效 , 在 时 刻 Т 中 止 。 记 А, 为 在 区 间 [0,4] 内 
的 总 支付 量 , 支付 量 函 数 (А,), о 可 表示 为 两 个 非 减 函数 之 差 , 它们 分 别 表示 收入 
与 支出 。 因此, (Aho 是 有 界 变 差 函 数 , 进一步 假设 它 是 右 连 续 的 , 而 且 左 极限 存 
在 。 为 了 在 数学 | 处 理 方便 , 可 设 (4,)t>o ЖОРУ ГАЙ, 即 它 有 如 下 表示 


А, = Ao + [ ardr+ Y ДА, (30) 
0<т<# 
其 中 ДА, = А, - Aro (1) 式 右边 积分 项 表示 连续 支付 , 而 求 和 项 表示 各 次 总 付 
的 支付 。(1) 式 的 微分 形式 为 
аА, = a,dt + AA, (31) 


在 保险 中 , 为 强调 保险 人 对 被 保险 人 的 义务 , 支付 量 函数 表示 为 支出 与 收入 的 
J, 为 使 符号 简便 , А B= -4。 
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2. 利率 

支付 量 按照 给 定 的 利率 累积 。 在 时 刻 s 时 的 一 个 单位 的 存款 账户 , 它 在 将 来 时 
刻 t 时 的 累积 值 记 为 S(s,t)。 对 s < t< и, 考虑 到 实际 问题 的 意义 , 下 面 的 关系 成 
立 

S(s,u) = S(s,t)S(t,u) (32) 
在 (32) APIR s = t = u, Ш S(t, t) = 1。 对 固定 的 t+ 和 u, (32) 式 可 得 , 对 所 
有 的 s, 下 面 的 关系 成 立 ， | 
К ЕЛ... 


S(s, t) 
特别 地 , 取 s = 0, 而 且 记 5, = S(0,t), 可 得 
Su 
S(t.u) = с (33) 
称 S, 为 累积 函数 。 相 应 地 , 51 是 时 刻 上 时 的 一 个 单位 在 时 刻 0 时 的 价值 , 称 为 贴 
FLER 38. 
在 以 下 讨论 中 , 设 S, 有 如 下 形式 
5, = еб", S7! =e" hr (34) 
其 中 r, 是 取 止 值 的 逐 段 连续 函数 , 称 re 为 在 时 刻 上 的 利率 强度 或 瞬时 利率 。 为 表 
arg, 记 /r= тат о 
由 (34) 式 可 得 下 面 的 微分 形式 ， 
dS = Sıridt (35) 
458г! = -Sr 4 (36) 


(35) 式 的 直观 解释 是 : 在 很 小 的 区 间 内 产生 的 利息 , 与 当时 的 黑 积 值 Se 瞬时 利率 
те, 以 及 区 间 长 度 di 成 比例 。 对 (35) 式 两 边 取 积分 , 可 得 


t 

КА, + / Srrdr s <t (37) 
对 (36) 式 两 边 取 积分 , 可 得 8-! = S71! - “8-1,4, 或 表示 为 
t 

sSrt= 8-1 +f Srlr,dr, t Su (38) 

t 
当 瞬 时 利率 为 常数 + 时 ,5, = ert, Sr1 = e-rt。 引 入 年 利率 i 和 年 贴现 因子 

如 下 

i=] (39) 
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1 
= =. = —F 40 
= жүз (40) 
此 时 ， 
S, = (1+ üt, Sp 1 = (41) 


3. 支付 量 的 价值 评估 与 准备 金 的 概念 


由 (33) 式 , 在 时 刻 r 附 近 的 小 区 间 内 的 支付 量 dA, 在 时 刻 上 的 价值 为 ef re i "dA, 
关于 变量 т 取 积 分 , 可 得 到 所 有 支付 景 在 时 刻 t 的 价值 为 


T t T 
ей” f iraa =e" (f eraa, + f ча) е-и 
0 一 t 


其 中 А 
U, = el r / e7 l "ЯА, = f ef "аА, (42) 
0 一 0 一 


t T т T r 
М = efir f e Gras, = f е- "ав, (43) 
t t 


因此 U, 是 时 刻 t 之 前 的 收入 与 支出 的 差 在 时 刻 t 的 累积 值 , 而 V, 是 未 来 的 支出 与 

收入 的 差 在 时 劾 + 的 贴现 值 , Ut 由 过 去 的 支付 与 利率 决定 , 称 为 后 顾 式 准备 金 。W 

由 未 来 的 支 何 与 利率 决定 , 称 为 前 瞻 式 准备 金 , 它 是 在 时 刻 t 应 准备 的 额度 , 以 满 

足 未 来 义务 。 后 顾 式 准 备 金 与 前 瞻 式 准备 金 的 差 是 合同 在 时 刻 t 时 的 当前 价值 。 
下 面 给 出 准备 金 的 几 种 表示 。 


定理 1 由 (42) 式 定 义 的 后 顾 式 准备 金 Ui 满足 下 面 的 向 前 微分 方程 


dU, = Ur dt + dA: (44) 
上 述 方程 的 初始 条 件 为 
Uo = Ao (45) 
男 一 方面 , U, 的 积分 形式 为 

ША. А, + J U;r,àr (46) 

U, 的 解析 和 解 为 | 
Ú, = А, + f е т Агат (47) 

0 


t 
Ú, = el: "А, -f е/ (А, — 4-)rrd7 (48) 
° 
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t 
证 明 把 (42) 式 视 为 U, = X,Y,, 其 中 X, = eh", Y, = [ е-%таА„„ № $1 
的 (37) 式 , 可 得 (44) 式 。 初 始 条 件 (45) 由 定义 即 得 。 对 (44) 式 取 积 分 , 即 得 (46) 
式 。 
为 得 到 (47) 式 , 从 (42) 式 出 发 , 应 用 51 的 (38) 式 , 可 得 


t ' €. ys 
/ е lo "ЯА, = Ap +f е 18 "dA, 
y- 0 
t 
= Ao te RTA, = Ao- f Are B '(—г)@ 
0 
"+ t ? 

0 


BHH (42) 式 的 定义 , 即 得 (47) 式 。 另 外 , 在 上 式 最 后 一 行 中 代入 关系 式 e~ "7 = 
1- / ет "r dr, 再 由 (42) 式 的 定义 , 整理 后 , 可 得 (48) 式 。 
0 


定理 2 ПИЕ Ф V, 满足 下 面 的 向 后 微分 方程 


d = V,r,dt — dB, (49) 

上 述 方程 的 终 值 条 件 为 
Vr=0 (50) 

当 Вт < oo 时 , V, 的 积分 形式 为 
т 
V, = Br — B, — rrrd 
t B+ t | V, ттат (51) 
V, 的 解析 解 为 
T т 
V, = Br — В, – / е "(Вт – B,)r,dr (52) 
т т т 

V, =е- "(Вт — B.) +f e` "(В, — Bi)r,dr (53) 


定理 2 的 证 明和 定理 1 的 证 明 很 类 似 , 这 里 不 再 给 出 。 实际 上 , 定理 1 和 定理 
2 的 结论 都 有 直观 解释 。 例 如 , (44) 式 表明 累积 值 的 增加 来 自 当前 的 利息 和 新 的 净 
收入 。 同 样 地 , (49) 式 表明 负债 的 增加 来 自 当前 的 利息 , 而 负债 的 减少 来 自己 经 偿 
还 的 部 分 。(52) 式 表 明 未 来 的 债务 在 时 刻 t 一 次 偿还 时 , 它 的 额度 为 总 债务 减 去 提 
前 偿还 所 节省 的 利息 。(53) 表明 , 债务 V, 可 以 在 合同 终止 时 偿还 , 同时 要 偿还 债务 
产生 的 利 总 。 

上 面 进 “ 步 考虑 前 瞻 式 准备 金 V, 设 


dB, = bdt + AB, 
由 定理 2 即 得 如 下 结论 。 
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定理 3 MEERE V 满足 下 列 微分 方程 


d 
下 从 = Vere- b (54) 


上 述 方程 在 使 r+ A b 连续 的 时 间 区 间 上 成 立 , 而 且 当 AB, #0, 满足 下 列 粘贴 条 
件 
Vi- = V, + AB, (55) 


ЧТ < oo 时 , 上 述 微分 方程 可 从 后 向 前 求解 , 终 值 条 件 为 


Vr- = ABr (56) 
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1. 一 般 框架 


设 被 保险 人 投保 年 龄 为 z, 保险 期 限 为 n 年 。 以 (z) 表示 年 龄 为 z 的 被 保险 
Л. ` (z) 在 时 刻 є (0,n) 死亡 时 , 保 额 为 b, 它 在 时 刻 上 支付 。 当 (z) 生存 至 时 
A n 时 , 保 额 bn 在 时 刻 n 支付 。 在 投保 时 的 保费 为 mo, 在 te (0,n) 时 , 保费 以 连 
续 方式 支付 , 支付 率 为 mo Ah, 设 利率 强度 为 确定 性 函数 ro 

在 所 有 的 小 区 间 内 考虑 保 额 与 保费 的 差 , 并 贴现 至 时 刻 0 求 得 的 期 望 现 值 为 


п 
то + Í ehr rpz{fHz+rbr — ту}ат + bne fr "рт (57) 
0 


在 平衡 原理 下 , 须 确定 保费 , 使 得 (57) 式 为 0。 
如 果 保 单 在 时 刻 t 时 仍然 有 效 , 前 瞻 式 准备 金 为 


Е / Т z j т-(Ра++{Ит+тЬ+ ш Trjdr 十 һе” I Е n—tDz+t (58) 
t 
FE „ре. = e 让 加 tode 代入 (58) 式 , 即 得 
= / k Е т т. }@т + һе 人 (re+wa+a)ds n—tDz+t (59) 
t 


比较 (59) 式 与 83 的 (43) 式 , 可 见 (59) 式 可 表示 为 $3 的 (43) 式 的 形式 , 此 时 ， 
dB, = (Hz+tbt 一 Ttjdi 0 <t < n, АВ, = bno 

在 常见 的 保险 产品 中 , Vi 取 非 负 值 。 但 是 , 在 理论 上 可 以 构造 一 些 保险 产品 , 使 
得 V, < 0 对 某 些 t 成 立 。 但 在 实践 中 , 这 样 的 产品 是 不 允许 的 , 这 是 因为 对 保单 持 
有 人 来 说 , W < 0 表示 保单 持 有 人 的 债务 , 这 就 无 形 中 鼓励 保单 持 有 人 通过 退 保 来 
取消 债务 。 
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2. Thiele 微分 方程 
由 (59) 式 及 §3 的 定理 З, 可 得 下 面 的 结论 。 
定理 4 V, 满足 如 下 Thiele 微分 方程 


ЖИ = (Pe + pst) Vi + л, ван (60) 
(60) RIIA ME r, p,m, b 连续 的 t 成 立 , 而 当 АВ, 关 0 BJ, 有 下 列 粘贴 条 件 
V,- =V, + AB, (61) 
当 n < oo 时 ,上述 微分 方程 可 从 后 向 前 求解 , 终 值 条 件 为 
Vn- = АВ, (62) 


(60) 式 的 右边 给 出 了 每 份 有 效 的 保单 负债 的 变化 率 的 组 成 , 利息 mV 使 变化 
率 增 大 , 来 自 其 他 死亡 的 被 保险 人 的 部 分 a, V. 使 变化 率 增 大 , 其 次 就 是 保费 与 
保 额 的 差 。 
在 平衡 原理 下 , 前 瞻 式 准备 金 还 须 满足 如 下 初 值 条 件 
Vo = 10 (63) 
Thiele 微分 方程 (60) 式 可 由 直接 向 后 构造 法 得 到 。 设 保单 在 时 刻 / < (0,m) 
时 有 效 。 考 虑 在 时 间 区 间 (t,t + di] 的 各 种 变化 ;或 者 被 保险 人 死亡 ,死亡 概率 
为 jz+tdt + ofct), 此 时 V 的 条 件 期 望 值 为 ba 或 者 被 保险 人 生存 ,生存 概率 为 
1 一 pzf+tdt 十 ofdt), 此 时 V 的 条 件 期 望 值 为 -mdt + errdtVi iut。 综 合 起 来 , 即 得 
V, = Бре — mdt + (1 — prttdt)e "у, q, + o(dt) (64) 
(64) 式 两 边 都 减 去 Virar 然后 除 以 dt, 再 令 dt — 0, 可 得 (60) R. 


3. 储蓄 保费 与 风险 保费 
把 (60) 式 变形 ;, 即 得 


m = И-ни (b -Vote (65) 

(65) 式 表明 , 在 时 刻 е 时 的 保费 支付 率 可 以 分 解 为 如 下 两 部 分 
= и-пи (66) 
еы (67) 


те КОР, 它 表示 为 使 准备 金 达 到 应 有 的 水 平 , 还 需要 的 超过 利息 以 上 的 
部 分 ; Жол; 为 风险 保费 , 它 表 示 为 履行 保险 责任 , 还 需要 的 超过 准备 爹 以 上 的 部 


分 。 
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4. 从 随机 过 程 的 观点 讨论 寿险 

以 Т, 表示 (z) 的 剩余 寿命 变量 , 引入 五 = ЦТ, > t], 它 表示 在 时 刻 t 前 被 保 
险 人 仍然 生存 这 ~ 事件 的 示 性 函数 。 类 似 地 , 引入 Ne = 1- L = ЦТ, < tj 1, ЖМ! 
N, 都 可 以 视 为 随机 过 程 , 它们 都 是 右 连 续 的 而 且 存 在 左 极限 , 而 且 N, 就 是 简单 的 
计数 过 程 。 

现在 把 关于 单个 生命 的 一 些 标准 的 寿险 用 随机 过 程 表示 出 来 。 这 些 表 示 的 意 
ХЕТ, 当 考 虑 比较 复杂 的 涉及 多 个 生命 以 及 多 种 状态 的 寿险 时 , 随机 过 程 就 成 为 
不 可 缺少 的 工具 。 

(i) 生存 保险 

dB, = fiden(t) 


0, 0<t< : a 
”。 保 额 的 现 值 为 R ns 


l, tən 


кї в ш, мю = 
(ii) 定期 保险 
ав, = lom(t}dN: 


保 额 的 现 值 为 /erdN,。 
(їн) 生存 年 金 
dB, = 1.1(0..)(#) 
ammi f егт. 
(iv) 两 全 保险 
dB, = Liden(t) + lon(t}dNt 
保 额 的 现 值 为 e- 10", + "“е-Бтам,. 
0 
为 计算 以 上 各 种 寿险 的 精算 现 值 , 须 用 到 以 下 两 个 关系 式 
E[1;] =+ Pr 


E[4N;,| =r рът 
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为 引入 寿险 中 的 随机 过 程 模型 , 考虑 一 份 在 时 刻 0 时 签发 的 保单 , 如 通常 的 寿 
险 、 养 老 金保 险 , 或 其 他 的 保险 如 伤 残 保险 、 疾病 保险 等 。 在 寿险 中 , 给 付 额 与 保费 
通常 要 视 保险 合同 中 规定 的 被 保险 人 的 状态 而 定 , 或 者 要 视 状 态 转 移 情 况 而 定 。 为 
此 , 假设 存在 有 限 状态 空间 Z= {1,… , J} 保单 在 时 刻 0 从 状态 1 开始 , 在 任 一 时 
刻 保单 仅 处 于 一 种 状态 。 以 Z(t) 表示 保单 在 时 刻 t 的 状态 , 作为 [0, оо) 到 Z 的 右 
连续 函数 , Z 在 任意 有 限 的 时 间 区 间 内 至 多 存在 有 限 多 个 跳跃 点 , 并 且 Z(0) = 1。 
为 考虑 保单 变化 的 随机 性 , 可 设 Z 是 定义 于 某 个 概率 空间 (О, H, P) 上 的 一 个 随机 

在 确定 概率 模型 时 ， 需 要 考虑 两 个 相 石 矛盾 的 因素 。 一 方面 , 模型 需 反映 现实 
问题 的 基本 特征 , 而 现实 问题 本 身 是 复杂 的 , 为 此 需要 建立 较为 复杂 的 模型 。 另 一 
方面 , 为 了 使 建立 的 模型 能 够 容易 进行 数学 处 理 , 要 求 建立 的 模型 简单 易 用 。 建 模 
的 巧妙 之 处 在 于 , 要 在 这 两 者 之 间 达 到 平衡 。 

以 下 讨论 倾向 于 模型 的 简化 , 引入 Markov 链 。 在 Markov 性 假设 下 , 可 以 很 容易 
计算 相关 的 概率 与 期 望 。 其 次 , Markov 模 型 具有 普遍 适用 性 , 它 能 够 描述 影响 保单 
进展 的 各 种 机 制 。 


§1 ”连续 时 间 Markov 链 


1，Markov 性 质 
理论 上 讲 , 一 个 随机 过 程 由 它 的 有 限 维 分 布 决定 。 设 随机 过 程 Z 的 状态 空间 
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是 有 限 的 , 记 为 Z = {1,… , J}。 此 时 , 有 限 维 分 布 可 由 事件 门 [Z(ts) = ja] 的 概率 
q=1 
确定 , 其 中 ti <… < tajin Є Z. RIE, 根据 条 件 概率 定义 ， 
P|Z(t,) = jg = 1,- ,r] = Р[2(4) = j|Z(ta) = jng = 1, r — 1] 
P|[Z (ta) = ja q = 9 1] 
由 归纳 法 可 得 
P[Z(b) = 为 ,9 =1,.… ,7] = [[PIZ(t) = 3120) = jp = 0,0-1] (1) 
q=1 

在 (1) 式 中 ， 记 to = 0, jo = 1 此 时 [Z(to) = jo] 是 必然 事件 。 

假设 对 于 所 有 的 tı хз; tq ЖІ ji ,jo EZ, 

PlZ(t,) = jy|Z(tp) = јь,р = 1,-- |, q = 1] = Р[2(%,) = j4|Z(ta—1) = 24-1) (2) 
那么 可 以 得 到 (1) 式 的 一 个 简单 形式 。 

可 以 验 让 (2) 式 等 价 于 : 对 于 任意 和 о <<< < t < t < taa < < t, Ж 
Js” > Ја Ў, jari»: ,Jr € 2, 

Р[2(%) = jp,p=9+1,. ,7|2(t) = j, Z(tp) = jp p = 1,.… ,q] 
= PlZ(tp) = jp, P =q+ leee ‚т|2(%) == 7) 


如 以 上 表示 现在 时 刻 , 那么 (3) 式 表明 , 在 现在 状态 给 定 的 情况 下 , 过 程 的 未 来 
与 它 的 过 去 是 独立 的 。 条 件 (2) 称 为 Markov 性 。 

假设 2 满足 条 件 (2), 那么 称 7 是 状态 空间 为 7 的 连续 时 间 Markov 链 , 它 
的 简单 转移 概率 记 为 


(3) 


pir(t, ч) = P[Z(u) = k|Z(t) = j] (4) 
Др <и Н jke 7. 如 果 (2) 式 成 立 , 那么 (1) 式 可 简化 为 


P 
PlZ(ta) = jpg = 1,-- т] 一 TA ,0) (5) 
q=1 


由 简单 转移 概率 可 得 从 ; PEATE K c Z 的 转移 概率 如 下 


pik (t,u) = Р|2(и) € K|Z(t) = j| = Y pjr(t,u) (6) 
ke K 


显然 ， 


pjz(t, u) = pir(t,u) =1 (7) 


kez 
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2. Markov 性 质 的 另 一 个 定义 

现在 简要 地 概述 关于 Markov 性 的 更 一 般 的 定义 。 对 于 Tc [0,oo), Ë Ну # 
WH {Z(t her 产生 的 所 有 事件 构成 的 集合 , 它 表 示 在 时 间 集 T 内 能 够 观察 到 的 
关于 Z 的 所 有 信息 。 例 如 , H 是 过 程 在 时 刻 t 的 信息 , 它 由 基本 事件 2 Q 和 
IZO = jj = 1,--- J 以 及 这 些 事件 的 并 集 组 成 。 EB Hn у 是 过 程 在 时 
žl ti, Ép 的 信息 。 简 记 Hi = Hat = Hiodj( 过 程 在 时 刻 t 之 前 的 所 有 历史 信息 ， 
而 且 包 括 在 时 刻 t 的 信息 ), He = Hog OTERA 上 之 前 的 所 有 历史 信息 , 但 不 
包括 时 刻 t 的 信息 ), Hot = Kt.nj( 过 程 在 时 刻 t 之 后 的 未 来 信息 )。 

如 果 对 于 任意 的 B e НЧ, 下 式 成 立 


Р[В|Н<‹] = РІВ.) (8) 
那么 称 过 程 Z 为 Markov 过 程 。(8) 式 是 (3) 式 的 一 般 形 式 。 
Markov 性 的 另 一 个 定义 是 : 对 于 任意 的 Ae Н, 和 B e Н, 下 式 成 立 
P[AN B|Hin) = Р[А|Чү,]Р[В|Н{,)] (9) 


即 给 定 过 程 的 现在 状态 , 它 的 过 去 与 未 来 是 条 件 独立 的 。 在 有 限 状 态 空间 的 情形 下 ， 
通过 有 限 维 分 布 的 表示 , 容易 验证 (8) 式 和 (9) 式 是 等 价 的 。 此 时 可 取 A € Hiet) 
B eNet NP bh < <t <t <la <... < brea 


3. Chapman-Kolmogorov 方程 
对 于 给 定 的 t, 事件 (20) = jhj є Z 是 互 不 相交 的 , 而 且 它们 的 并 集 是 必然 
事件 , АХ О<а<{#<и, 
Р[2(и) = k|Z(s) = 1 = > P[Z(t) = j, Z(u) = k|Z(s) = i] 
jez 
= > Р[2(@) = 112(8) = iP[Z(u) = &|2(в} = i, Z(t) = j] 
62 
如 果 2 是 Markov 过 程 , 那么 上 式 简 化 为 
pik(s,u) = 》 pij(s,t)pjk(t, u) (10) 
jeZ 
称 (10) 式 为 Chapman-Kolmogorov 方程 。 
4. 转移 强度 


原则 上 , 确定 一 个 Markov 链 Z 等 价 于 确定 р,у(в, t), 使 得 (5) 右 边 定义 的 概率 
有 一 致 性 。 如 果 Z 是 离散 时 间 Markov ВЕ, 其 中 + 的 取 值 范围 是 一 个 有 限时 间 集 
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或 可 列 时 间 集 , 0 = to < h < t < …， 问 题 就 变 得 很 简单 ,对 于 每 个 JE Z 和 
р=1,2,-.., 只 需 选择 非 负 数 p;jk(lse-1:5) 使 得 Уу `рук(%у-1,%) = 1, 但 对 连续 时 


keZ 
间 Markov 链 , 因为 在 计算 (5) 式 左边 的 概率 时 ， 不 存在 最 小 时 间 单 位 ， 所 以 问题 就 
变 得 很 复杂 。 对 连续 时 间 Markov 链 , 一 个 基本 的 思路 就 是 光滑 性 假设 , 使 得 在 无 
穷 小 时 间 区 间 内 的 转移 概率 的 概念 有 意义 。 
更 具体 地 , 对 于 任意 的 je Z,jZ k #lt € [0, оо), 假设 以 下 极限 是 存在 的 


рач. t+h) 


(е = lim (11) 


称 n; (t) 为 转移 强度 。 进 一 步 假 设 jwjr(t) 是 分 段 连 续 的 。(11) 式 的 另 一 种 表示 就 是 
p;k(t,t + dt) = pir(t)dt + o(dt) (12) 


其 中 ofdt) EXT dt 的 无 穷 小 量 。(12) 式 表明 , 在 一 个 较 短 的 时 间 区 间 里 ,转移 
概率 关于 区 间 长 度 成 比例 , 比例 因子 就 是 转移 强度 。 例 如 , 假设 对 于 所 有 的 大 汉字 
和 Te t,t 十 ,pjx(7) 近似 地 为 常数 , 而 其 Jok(r) < 1, 那么 ult) 是 转移 概率 
pyk(t,t 十 1) 的 估计 量 。 

IIF j EK с Z, 定义 在 时 刻 上 时 从 状态 7 到 状态 集 K 的 转移 强度 为 


t, 
йук) = lim EY — Lant (13) 


特别 地 , 在 时 刻 上 时 从 状态 j 转移 到 其 他 状态 的 转移 强度 为 uzul), 简 记 为 


из@) = У pxlt) (14) 
天 ;天天 了 
由 (7) 式 和 (12) 式 , 可 得 到 
Pjj(t,t + dt) = 1 — p(t)dt + o(dt) (15) 


5. Kolmogorov 微分 方程 


转移 概率 是 关于 时 间 的 二 元 函数 , 除非 在 一 些 很 平凡 的 情形 下 , 不 可 能 按 某 种 
访 式 直接 确定 转移 概率 。 转 移 强度 是 关于 时 间 的 一 元 函数 , 它 很 容易 理解 , 而 且 是 
确定 模型 的 很 自然 的 出 发 点 。 后 面 将 会 看 到 , 转移 强度 是 模型 的 基本 元 素 , 它们 可 
唯一 地 确定 转移 概率 。 

假设 过 程 Z 在 时 刻 t 处 于 状态 j, 为 得 到 在 未 来 时 刻 u 时 过 程 处 于 状态 k 的 概 
率 , 可 考虑 在 第 一 个 时 间 区 间 (tt+ dt] 内 发 生 的 状况 。 或 者 Z 以 概率 1 n; (t)di 
停留 在 状态 j, 在 这 一 事件 发 生 的 条 件 下 ，2Z 在 时 刻 u DHE TRAS k 的 概率 为 


.120 ， 第 八 章 寿险 中 的 Markov 链 


pilt + 4, и): 或 者 Z 以 概率 u; (t) 转移 到 另 一 个 状态 g, 在 这 一 事件 发 生 的 条 件 
F, Z 在 时 刻 и 时 处 于 状态 k 的 概率 为 ppk(t 二 dt,u)。 总 之 , Z 在 时 刻 u 时 处 于 状 
Ж k [ТЖЕ 


pik(t,u) = (1 — ду. (@)%#)рук(# + аи) + У po(t)dtpor(t +4, и) + o(dt) (16) 
9;:g#) 
展开 (16) 式 右边 的 项 , 把 p; (t + dt, и) 移 至 左边 , 两 边 再 除 以 dt, 最 后 令 dt O, 可 
得 到 如 下 结论 。 | 
定理 1 (Kolmogorov 向 后 微分 方程 ) 转移 概率 满足 如 下 微分 方程 


ЕРА, и) = иу (ран) — У прак) 07) 
99%} 


(17) 式 在 (0,u) 内 转移 强度 的 连续 点 集 上 成 立 。 上 述 微 分 方程 的 边界 条 件 为 
рук(и, u) = бук (18) 


其 中 6jk 定义 为 : 如 果 j= k, ЖА бк = 1; WF j Z k, 那么 Sje = 0. 

对 于 给 定 的 上 和 wu， 由 (18) 式 和 向 后 微分 方程 ， 按 照 向 后 步骤 ， 可 以 计算 出 
рук(%, u) t e [0, и), ј = 1, ,J 的 数值 。 

在 Chapman-Kolmogorov 方程 (10) 式 中 , 如 果 用 t,t+dt, j g 代替 s,t,i,j, 就 可 
以 直接 得 到 (16) 式 。 定 理 1 前 面 的 论证 方法 在 后 面 会 经 常用 到 。 

相应 地 , 也 有 Kolmogorov 向 前 微分 方程 , 它 可 以 通过 考虑 时 间 区 间 末 的 状况 
得 到 。 根据 以 上 推理 , 可 以 得 到 


pij(s, t + dt) = у; Pig(s, t)pgi(t)dt + pi; (s,t)(1 — pi.(t)dt) + o(dt) 
9:92 J 


根据 上 式 可 以 得 到 以 下 结论 。 
定理 2 (Kolmogorov 向 前 微分 方程 ) 转移 概率 满足 如 下 微分 方程 


ров!) = Y pial, Dual) — pus, Du) (19) 
9i9 天 7 


(19) 式 在 (s, оо) 内 转移 强度 的 连续 点 集 上 成 立 。 上 述 微分 方程 的 边界 条 件 为 
pik(s, s) = б) (20) 


对 于 给 定 的 i 和 в, 通过 (20) 式 和 向 前 微分 方程 , 按照 向 前 步骤 , 可 以 计算 出 
pi;(s,t),t > 8, j = l;e J 的 数值 。 
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在 一 些 简单 的 问题 中 , 微分 方程 有 明确 的 解析 解 。 但 在 大 部 分 非 平凡 的 问题 中 ， 
只 能 应 用 数值 求解 方法 。 

确定 了 简单 转移 概率 后 ,可 以 根据 (5) 式 中 的 有 限 维 分 布 计 算 Чү... PE 
意 事件 的 概率 。 

对 一 些 复杂 的 事件 , 它 涉 及 的 时 间 参 数 较 复杂 。 例如 , 当 T 是 一 个 区 间 时 ,Xr 
中 的 事件 的 概率 一 般 不 能 用 简单 转移 概率 计算 。 此 时 , 通常 可 以 建立 所 求 概率 满足 
的 微分 方程 , 并 应 用 合适 的 方法 求解 。 


6. 占 位 概率 与 似 然 函 数 


在 一 段 时间 内 过 程 总 停留 在 同一 个 状态 , 是 个 很 令 人 感 兴趣 的 问题 。 定义 从 + 
到 的 时 间 区 间 内 , 过 程 处 于 状态 ; 的 占 位 概率 为 


руу.) = P|[Z(r) = j,r € (t,uJ1Z(t) = j| (21) 


显然 , 对 于 < s < u,pp(t,u) = py(t,s)pgy(s,u), 成立 。 根据 向 后 方程 的 推导 思路 
与 (15) 式 , 可 得 

p(t, и) = (1 — ps.(t)dt)pss(t + dt, u) + o(dt) (22) 
由 (22) 式 , 注意 到 pplu, u) = 1, 可 得 


руш) = е (23) 


占 位 概率 是 一 类 特殊 的 初等 事件 的 概率 。 这 里 的 初等 事件 描述 了 过 程 在 某 个 时 间 
区 间 内 的 变化 状况 。 

转移 强度 决定 了 Markov 过 程 2 的 概率 分 布 。 为 说 明 这 一 点 , 考虑 7 在 时 间 
区 间 [0, 内 一 条 路 径 。 设 路 径 在 时 刻 to = 0 时 处 于 状态 go = 1, 从 时 刻 如 到 时 刻 
ti, 它 停 留 在 状态 go, 在 [titi + dt) 内 从 go 转移 到 g1, 然后 停留 在 g, 直到 时 刻 
ta, fE [t2,t2 + dtz) 内 从 g 转移 到 go, 如 此 继续 下 去 , 直至 在 1,61 ан) 内 
从 gg-? 转移 到 gg_1, 停留 在 gg_1, 直到 时 刻 tf。 = n。 这 个 事件 的 概率 是 占 位 概率 
和 无 穷 小 转移 概率 的 乘积 , 因此 它 是 转移 强度 的 函数 ， 由 (5) 式 和 (12) 式 可 得 此 概率 
为 


ww с пг Poz (14-1. ta) 
Èm О Ур W ‚,һ(8)Чв (20) 


р=1 h;h#gy-, ”tp 一 dt ТОТ ЗЕР 


(24) 式 右边 dti … dts-1 前 面 的 表达 式 称 为 似 然 函数 。 
一 般 地 , 简单 转移 概率 pj (t,u) 不 是 初等 事件 的 概率 。 实 际 上 , 如 果 过 程 能 返 
回 到 以 前 访问 过 的 状态 , 那么 从 一 种 状态 到 另 一 种 状态 的 可 能 路 径 通常 是 不 可 数 
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的 。 简单 转移 概率 并 不 像 名 字 所 暗示 的 那样 简单 。 一 般 地 , 它们 不 能 表示 为 转移 强 
度 的 具体 的 表达 式 , 而 只 能 表示 为 微分 方程 的 解 。 


7. 向 后 和 向 前 积分 方程 


从 间 后 微分 方程 出 发 , 可 以 得 到 如 下 等 价 的 一 系列 积分 方程 。 首 先 把 (17) 式 右 
边 第 一 项 移 到 左边 , 然后 两 边 同 乘 于 积分 因子 єн», 得 到 一 个 全 微分 ， 


z (e раш) =- У po(t)por(t, u) 


9:g# j 


上 式 两 边 在 (t, u) 上 积分 并 应 用 (18) 式 , 可 得 


бук — ef р k (t, u) = -f ef rs Y” po(T)por(T, u)dr 
t 


g:g# j 


最 后 , 把 бу, 移 到 右边 , 两 边 再 乘 以 е fu, 并 应 用 (23) 式 , 可 得 到 向 后 积分 方程 


Баб) = / рт) У) и (т)рак(т, udr + бару (ьм) (25) 
Ё g:g# j 


应 用 同样 的 方式 , 由 (19) 式 可 得 以 下 一 系列 向 前 积分 方程 


t 
pus) = борд) + DO Í pa(sna(r)pg(r, Dar (26) 
g;g# j" * 
如 果 把 涉及 的 事件 分 解 为 互 不 相交 的 初等 事件 之 和 , 那么 积分 方程 可 以 通过 
对 概率 求 和 直接 得 到 。 例 如 , 对 于 (26) 式 , 右边 第 一 项 表示 过 程 停留 在 状态 i 的 概 
率 , 只 有 当主 = j 时 这 一 项 才 出 现 ， 第 二 项 表示 在 发 生 中 间 转 移 的 条 件 下 的 概率 ， 
它 考 虑 了 所 有 的 状态 g(g # j) 和 所 有 时 间 区 间 (r,r + ar) c (s,t), 使 得 状态 g 在 
(nr+ dr) 内 最 后 一 次 到 达 状 态 j, 并 停留 在 状态 j。 同 样 地 , (25) 式 右边 的 第 一 项 , 
可 通过 考虑 过 程 首次 离开 状态 j 的 方式 和 时 间 来 得 到 。 
下 一 节 将 讨论 与 寿险 有 关 的 一 些 模型 。 在 每 个 问题 中 , 根据 具体 情况 , 确定 状 
态 与 转移 强度 的 名 称 与 符号 ， 


82 一些 例子 


1. 只 有 一 种 死因 的 单个 生命 


DA To 表示 人 的 寿命 随机 变量 , To 的 生存 函数 记 为 ,此 时 只 有 两 种 状态 :“ 生 ” 
与 “ 死 ”, 分 别 用 0 和 1 来 表示 , 那么 状态 过 程 Z 就 是 


Z(t) = 1[To = 1,220 


82 一 些 例 子 . 123 





Z(t) 表示 到 上 > 0 时 的 死亡 人 数 。 图 1 给 出 了 有 两 种 状态 的 简单 过 程 , 其 中 状态 1 
为 吸收 状态 。 





Ві 一 种 死因 的 死亡 模型 
过 程 Z 是 右 连 续 的 , 而 且 它 是 Markov 链 , 这 是 因为 如 果 Z(t) = 0, 那么 当 
s < t 时, Z(s) = 0; ШЖ Z(t) = 1 那么 当 s>t 时 ,Z{s)= 1. Z 的 转移 概率 为 
poo(s,t) = F(t)/ F(s) 
Chapman-Kolmogorov 方程 简化 为 以 下 平凡 的 方程 
pools, и) = роо(5, t)poo (t, и) 
另外 , 唯一 的 非 零 转 移 强 度 是 по (0) = p(t), 而 且 
poolt, и) = е fe n (27) 
此 时 ,Kolmogorov 微分 方程 简化 为 转移 强度 的 定义 。 


2. 有 多 种 死因 的 单个 生命 


前 面 的 过 程 是 非常 简单 的 。 在 一 些 复杂 的 问题 中 , 随机 过 程 的 优势 可 以 充分 显 
示 出 来 。 图 2 给 出 了 图 1 的 模型 的 初步 扩展 , 此 时 吸收 状态 有 J 种 , 它们 对 应 于 多 
种 死因 , 例如 ,“ 死 于 事故 "“ 死 于 心脏 病 ” 等。 转移 强度 poj 简 记 为 pv; 。(14) 式 表 
明 总 死亡 强度 是 各 个 死因 的 强度 之 和 ， 


4 
и) = 5 n; (t) (28) 
}=1 


对 于 一 个 上 岁 的 人 , 存活 到 u 岁 的 生存 概率 poo(t,u) 由 (27) 式 给 出 。 在 这 里 ， 
应 用 扩展 的 模型 , 可 以 表示 各 种 死因 的 相对 重要 程度 , 从 而 能 够 更 好 地 找 出 各 种 具 
体 死因 的 死亡 规律 。 例 如 , 简单 死亡 模型 中 的 Gompertz-Makeham 法 则 是 两 种 死因 
的 规律 总 结 , 其 中 一 种 死因 独立 于 年 龄 , 强度 为 a, 另 一 种 死因 的 强度 为 ent, 它 随 
着 年 龄 的 增长 而 增 大 。 
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图 2 J 种 死因 的 死亡 模型 


一 个 t 岁 的 人 在 u 岁 前 由 于 第 j 种 死因 而 死亡 的 概率 为 
po;(t,u) = ГА e7 F pu; (r)dr (29) 


上 式 可 以 根据 (25) 式 得 到 , 只 需 注意 到 p(t ш) = 1 即 可 得 到 。 

由 (27) 式 , (28) 式 , 以 及 (29) 式 , 可 以 得 到 如 下 结论 。 一 种 死亡 强度 ji 的 增 大 会 
引起 生存 概率 的 下 降 , 同时 也 引起 任何 其 他 死因 ; 关上 的 概率 下 降 。 因 为 各 种 死因 
概率 之 和 为 1, 因此 第 种 死因 的 概率 会 增 大 。 

上 述 讨论 支持 了 一 种 观点 , 即 转移 强度 是 Markov 过 程 的 基本 元 素 。 它 们 是 在 
保单 的 每 种 给 定 状态 下 , 对 保单 产生 各 种 影响 的 量化 表示 , 转移 概率 是 这 些 影响 相 
互 作用 的 结果 。 


з. 伤 残 、 健 康 与 死亡 模型 


3 给 出 了 一 个 保险 模型 , 可 分 析 支 付 额 取决 于 被 保险 人 健康 状况 的 保险 。 例 
щш, 疾病 保险 提供 伤 残 期 的 年 金 给 付 ， 另 外 某 些 寿 险 保单 允许 伤 残 期 内 免 缴 保费 。 
只 要 重新 标识 状态 , 这 个 模型 也 适合 于 许多 其 他 问题 。 例 如 , 在 有 配偶 附加 利益 的 
养老 金保 险 中 , 状态 a 和 可 以 分 别 表 示 “ 未 婚 ” 和 “已 婚 ”, 而 在 失业 保险 中 , 状 
态 a 和 可 以 分 别 表示 “就 业 ” 和 “和 失业”。 





图 3 伤 残 、 健 康 与 死亡 的 Markov 链 模 型 


83 齐 次 Markov 链 ' 125 - 


对 于 一 个 在 时 刻 s 健康 的 人 , Kolmogorov 向 前 微分 方程 (19) 为 


Spaa(s,t) = pai(s, ОАО) — Рала, 00000 +000) (о) 
Ž pai(3,t) = paals, t)o(t) — pai(s, DOCE) + А00) (31) 
概率 paa(s,) 由 pao(8, t) 和 poi(s,t) 决定 初始 条 件 (20) 式 变 为 
paals,s) =1 (32) 
pai(s,s) = 0 (33) 


对 于 一 个 在 时 刻 s 伤 残 的 人 , 向 前 微分 方程 是 一 样 的 , 只 是 在 所 有 的 概率 中 ， 
第 一 个 下 标 a 用 i 替换 , 并 且 边 界 条 件 为 pals, з) = 1, Pials, 8) = 0。 

当 转 移 强 上 度 是 比较 简单 的 函数 时 (如 常数 函数 ), 可 以 得 到 转移 概率 的 具体 解析 
解 。 


83 JR Markov $$ 


1. EERS 
由 转移 概率 可 构造 如 下 J x J ERE 
P(t, u) = (р; (ё, u)) (34) 
其 中 pjx(t,u) 处 于 第 了 行 第 大 列 。 特别 地 ， 
P(t,t)=I (35) 
是 J x J 阶 单位 阵 。 Chapman-Kolmogorov 方程 的 简化 形式 为 
Pl(s,u) = P(s,t)P(t,u) (36) 
转移 强度 矩阵 ,又 称 为 无 穷 小 矩阵 , 记 为 
M(t) = (и;к(0)) (37) 


其 中 nj (t) 处 于 第 j TR k 列 , 而 且 定义 pj;(t) = 一 pj.(t)。 
应 用 和 矩阵 形式 , Kolmogorov 向 后 方程 (17) 式 及 其 边界 条 件 (18) 式 可 以 写成 


дро u) = —M(t)P(t.u),t € (0, и); Р(и, ыи) =І (38) 
类 似 地 ,Kolmogorov 向 前 方程 (19) 式 及 其 附带 条 件 (20) 可 以 写成 


2 Pis, t) = P(s,t)M(t),t € (s,00); P(s,s)=I (39) 
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2. 齐 次 Markov 链 


如 果 转 移 强度 不 依赖 于 t, 即 M 是 常量 , 那么 称 Markov 链 Z 是 齐 次 的 。 在 这 
种 情况 下 , 转移 概率 只 取决 于 时 间 区 间 长 度 , 而 与 其 初始 时 刻 无 关 。 此 时 , P(s,s 十 日 
可 简 记 为 P (z), Chapman-Kolmogoroy 方程 (36) 式 就 简化 为 


P(s +t) = P(s)P(t) (40) 


而 (35) 式 就 是 P(0) = L. 由 (38) 式 和 (39) 式 给 出 的 Kolmogorov 微分 方程 就 简化 为 同 
一 个 向 前 方程 

+ Р@ =Р@)М = MP(t),t >0; P(0)=I (41) 
由 (40) 式 给 出 的 Chapman-Kolmogorov 方程 , 类 似 于 定义 指数 函数 的 沁 函 方程 的 咎 
阵 形式 。 因 此 , 不 难 理解 (41) 式 的 解 为 


P(t) = eM: (42) 
其 中 矩阵 指数 的 定义 为 : 对 任意 方 阵 A， 


е^ = s ZAP 
p=0 
需要 指出 , 矩阵 指数 没有 完全 保留 指数 函数 的 所 有 优良 性 质 。 特 别 地 ，eA+B 
与 еАеВ 通常 不 相等 。 容易 验 证 , ШЖ A 和 В 是 可 交换 的 , 即 AB = ВА, 那么 
еА+В _ „АВ. 
为 考虑 lim P(t) 的 存在 性 , 假设 所 有 状态 都 是 彼此 相通 的 , л' = (mi,… ,7) 
是 平稳 分 布 , 那么 lim P(t) = П, 此 时 


П = 1л (43) 


其 中 1 是 所 有 的 元 素 都 为 1 的 J 维 列 向 量 。 

在 (41) 式 中 令 t — оо, 由 (43) 式 , 得 到 1r'M = Mlri = O (J x J ТР), 
从 而 

fr'f =0, М1=0 (44) 

其 中 0 是 所 有 元 素 都 为 0 的 J 维 列 向 基 ,。 所 以 , 0 是 M 的 一 个 特征 值 , r' 和 1 分 
别 是 相应 的 左 特征 向 量 和 右 特征 向 量 。 

现在 引用 和 矩阵 理论 的 一 些 结论 。 И pj,j = 1,… ,J 是 M 的 特征 值 , 对 于 每 个 
j, 设 фу 是 相应 的 右 特征 向 量 。 设 更 是 第 了 列 为 页 的 J < J БИЕ, 那么 更 -1 的 
第 j 行 就 是 相应 于 р; 的 左 特 征 向 基 , 记 为 Yje 引入 对 角 阵 R(t) = diag(e%:t), 转移 
HBE P(t) 可 表示 为 


J 
P(t) = @R(t)#-1 = Уефа (45) 
j=1 
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由 (45) 式 易于 计算 P(t). 选择 p =0,фу = 171, t = m” 可 得 
J 
P(t) =1л'+ 》 epy (46) 
j=2 


对 转移 强度 矩阵 M, 所 有 的 pj;,j = 2,… ,J 的 实 部 都 是 负数 , 所 以 (46) 式 表明 
转移 概率 以 指数 速度 收敛 于 平稳 分 布 。 
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1. 合同 涉及 的 支付 量 
当 用 随机 过 程 描述 保单 的 变化 时 , 假设 Z 是 右 连续 的 、 至 多 存在 有 限 多 个 间 
断 点 , 那么 以 下 定义 的 示 性 过 程 Т, 和 计数 过 程 Non 也 是 右 连续 的 、 至 多 存在 有 限 
多 个 间断 点 。 
1,00) = 1[Z(t) = 9] 
1900) 表示 保单 在 时 刻 t 是 否 处 于 状态 g, 它 取 1 或 0。 
Noah (t) = HHT; 2(т—) = g, Z(r) = h, 7 € (0,4} 


No (t) 表示 在 时 间 区 间 (0, 内 发 生 的 从 状态 g 转移 到 状态 h(h Z д) 的 次 数 。 
过 程 Z 到 达 或 离开 状态 g 时 , 相应 的 1, 就 增加 或 减少 1, 这 样 就 把 示 性 过 程 
(1,00) .>о 和 计数 过 程 {М (0) ео 联系 起 来 。 具体 地 ， 


diot = dN 人 一 dNo(， 石 (0) = 6, (47) 


其 中 下 标的 点 表示 加 总 , 例如 ,Ng. = Erreg Noh。 
现在 考虑 标准 型 保单 。 保 单 的 支付 量 函 数 即 合同 利益 与 保费 之 差 , 它 有 以 下 形 
式 
dB(t) = 2 1,(t)dB,(t) + by (t dNo (t) (48) 
9 gh 
其 中 ,dB,(t) = bo(t)dt + AB,(t), B, 是 保单 处 于 状态 9 时 的 确定 性 支付 量 函数 ( 它 
是 年 金 的 一 般 形式 ),boh 是 从 状态 g 转移 到 状态 h 时 的 确定 性 支付 量 函 数 ( 它 是 保 
险 的 一 般 形 式 )。A Bolt) 是 在 时 刻 + 的 纯 生 保险 。 假 设 函 数 b, 和 bn 取 有 限 值 而 
且 是 分 段 连续 的 。 
在 (48) 式 中 , 相对 于 保险 人 来 说 , 支付 量 取 正 数 表 示 保 额 或 保险 义务 , 而 保费 收 
入 可 视 为 支付 最 为 负 。 在 实际 问题 中 , 保费 是 以 年 金 的 方式 缴 付 的 。 
假设 合同 的 有 限期 限 是 n。 当 上 > n 时 , 所 有 的 支付 函数 dB, (t) 和 bon(t) 都 取 
0。 
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2. 现 值 变量 的 期 望 与 前 瞻 准 备 金 
在 保单 有 效 期 间 , 保险 人 必须 始终 保持 能 够 满足 其 未 来 净 负 债 要 求 的 准备 金 。 
在 任何 时 刻 te [0, п], 总 负债 是 未 来 保险 义务 与 保费 之 差 的 现 值 ， 
V(t) = f "e "аВ(т) (49) 


数量 V (t) 在 时 刻 t 时 是 随机 变量 , 为 得 到 可 行 的 准备 金 , 需 对 V(t) 进行 估计 。 准 
备 金 估计 建立 在 到 时 刻 t 时 已 有 的 信息 基础 上 。 在 任意 时 刻 t, 给 定 保 单 历史 信息 
Hie 保险 人 应 保持 的 准备 金 为 如 下 的 条 件 期 望 
V(t) = EIV (NK) (50) 
前 面 假设 函数 В, 和 Ьо 都 是 确定 性 的 , (49) 式 中 的 贴现 值 仅 取决 于 过 程 Z 的 
未 来 变化 。 由 Markov 性 , (50) 式 中 的 条 件 期 望 仅 依赖 于 保单 的 当前 状态 
Vx (t) = Vzey(t) = E[V (0|Z(t)] 
所 以 仅 需 考虑 依赖 于 当前 状态 的 前 瞻 准 备 金 , 即 对 te [0, п), 3 =l, J, 
V(t) = E[V(0)|Z() = j] = E | [ e Erow- j (51) 
(51) 式 是 t 的 确定 性 函数 。 把 (48) 式 代入 (51) 式 中 , 并 注意 到 
E[I,(r)|Z(t) = j) = pjg(t, T) 
EldNon (7)|2Z(t) == jl = p;ə (t, т)иоһ(т)дт 
可 得 到 准备 金 Vj(t) 的 如 下 积分 表达 式 


0 = / kE polt) авы) + Y ванае) (82) 
t 9 h;h#g 


上 述 结果 有 如 下 解释 : 保单 在 时 刻 т 处 于 状态 g 的 概率 为 p; (t. r), EEZ r 附 
近 , 年 金 的 支付 量 为 dBo(r), 此 支付 量 在 时 刻 t 的 期 望 现 值 为 p; (t, 7)e- 人 "dB,(7)。 
保单 在 [r,r + ат) 时 期 从 状态 g 转移 到 状态 h 的 概率 为 pisttrjuonfr)dr, 此 时 保 
险 人 的 支付 量 为 bh(7), 它 在 时 刻 t 的 期 望 现 值 为 p;o(t,r)uok(r)dre- f "bon(7)。 Ж 
虑 到 未 来 所 有 可 能 的 支付 时 刻 和 支付 类 型 , 即 得 到 (52) 式 。 

W 0 < t < u < n, 把 (52) 式 右边 的 积分 分 解 为 (i,u] 和 (и, п] 两 个 区 间 上 的 积 
分 , 对 后 一 积分 , 首先 应 用 Champman-Kolmogorov 方程 , 得 到 


0 = f er рут) [ав + 并 вана) 
t g ҺА 


+e fer Y pio (t, u)V; (u) 
g 


(53) 
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(53) 式 也 可 以 通过 考虑 保单 在 时 刻 u 所 处 的 状态 来 得 到 。 


3. 向 后 (Thiele) 微 分 方程 


如 果 直 接应 用 (52) 式 , 计算 的 效率 不 高 。 对 (52) 式 求 导数 , 并 应 用 Kolmogorov 
向 后 方程 (17) 式 , 可 以 得 到 前 瞻 准 备 金 所 满足 的 微分 方程 。 


定理 3 (Thiele 微分 方程 的 一 般 形式 ) (52) 式 中 的 依赖 于 状态 的 前 瞻 准 备 金 
是 以 下 常 微分 方程 系统 的 解 ， 


SVO = 0000 -bO E OOV- WD) 6 
ЕК] 
(54) 式 对 满足 以 下 条 件 的 + RX: AB (t) = 0, 而 且 r(t), yje (t), bi (t) 和 blt) 等 系 
数 都 是 连续 的 。 当 АВ) Z 0 时 ,粘贴 条 件 为 


V;(t-) = AB;(t) + V;(t) (55) 


而 (54) 式 的 初始 条 件 为 
V,(n—) = AB;(n) (56) 


如 果 治 用 8$1 节 第 7 部 分 的 方法 , 并 考虑 到 上 述 粘 贴 条 件 , 可 得 到 如 下 积分 方 
程 


V;(t) = I ру (Ё, T)e™ kr (mn + 了 Bjk(T)(b;k (r) + ш) (57) 
t k;k j 


在 计算 准备 金 时 , 最 有 效 的 方法 就 是 求 微分 方程 的 数值 解 。 注 意 到 微分 方程 
及 其 边界 条 件 仅 涉及 模型 的 基本 元 素 ， 即 rugo 以 及 合同 中 的 B,,b,,boh。 而 在 
由 (52) 式 给 出 的 积分 表达 式 涉 及 转移 概率 polt ш), 而 转移 概率 一 般 不 存在 明显 的 
解析 表达 式 。 

关于 Vi 的 可 微 性 , 这 里 给 出 一 些 说 明 。 在 r, рук, bj 和 Бу, 的 连续 点 上 ,(52) 式 
右边 的 被 积 函数 是 连续 的 , 所 以 在 这 些 点 上 , V, 是 连续 的 。 在 被 积 消 数 的 不 连续 点 
БР, dy, 不 存在 , 但 是 左 导数 和 右 导 数 是 存在 的 , 另外 因为 至 多 存在 有 限 多 个 不 连 
续 点 , 在 数值 计算 中 , 可 以 消除 在 不 连续 点 上 的 不 可 微 问题 。 即使 不 考虑 这 一 点 , 数 
值 计 算 程 序 道 常会 很 精确 , 它 会 随 着 计算 过 程 对 系数 的 变化 随时 做 出 调整 。 唯一 比 
较 重要 的 不 可 微 问 题 来 自 年 金 函数 B,, 它 已 经 由 粘贴 条 件 (55) 式 给 出 。 

顺便 指出 , 粘贴 条 件 可 由 (53) 式 得 到 : 用 s,t 替换 (53) 式 中 的 t, uo 假设 AB;(t) Z 
0, $ з 一 t, 即 得 粘贴 条 件 (55) 式 。 

注意 到 Kolmogorov 疝 后 方程 (17) 式 是 Thiele 方程 (54) 式 的 一 个 特例 。 转移 概 
Ж pyx(t,u) 可 以 看 成 是 某 个 简单 合同 在 时 刻 上 处 于 状态 j 的 前 瞻 准 备 金 , 该 合同 
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只 在 时 刻 u 的 状态 为 大 的 情况 下 一 次 性 支付 1, 而 且 不 考虑 利息 因素 。 所 以 , 准备 
金 的 数值 计算 程序 同样 可 应 用 于 转移 概率 的 计算 。 

定理 3 中 的 微分 方程 可 由 不 同 的 方法 得 到 , 下 面 简 要 说 明 这 些 方 法 。 

第 一 种 方法 是 微分 法 。 在 (53) 式 中 , 设 = t + dt, 可 以 得 到 -- 个 微分 形式 , 由 
此 容易 推导 出 (54) 式 和 (55) 式 。 

第 二 种 方法 是 直接 向 后 论证 方法 。 这 种 方法 已 经 在 定理 1 的 Kolmogorov 问 后 
方程 的 证 明 中 用 到 了 , 它 是 一 种 得 到 广泛 应 用 的 有 效 工 具 。 这 种 方法 的 思路 是 以 在 
时 间 区 间 (t,t + dt] 内 发 生 的 事件 为 条 件 , 其 中 的 转移 概率 有 (12) 式 给 出 的 形式 , 出 
发 点 是 把 (49) 式 中 的 积分 分 解 成 在 (t, t+ dt) A (аё, п] 上 的 两 个 积分 之 和 ， 


V(t) = аР(#) +e "ty (t + dt) + o(dt) (58) 


假设 保单 在 时 刻 t 处 于 状态 ; 而 且 在 时 刻 t 所 有 的 ABi(t) = 0, 系数 
r(t), pjk(t),bj(t) 和 bjk(t) 都 是 连续 的 。 以 小 区 间 (е, еа 内 发 生 的 事件 为 条 件 , 可 
得 到 


V(t) =(1 — n; (t)dt) (dt +е-"©Фуцу + dt)) 


+ У) иб (6.00) + e "(085 (t + dt)) + oldt) 
k;kZ j 


对 上 式 整 理 后 就 得 到 (54) 式 , 其 中 用 到 了 泰勒 展开 式 e-"(09t = 1—r(t)dt+o(dt), 
Vlt+dt) = V(t)+ 700) + o(dt), 以 及 (dt)? = oldt)。 

第 三 种 方法 实际 上 是 向 后 论证 方法 的 严格 形式 。 考虑 在 时 间 区 间 (2, п] 内 是 否 
发 生 了 状态 j 转移 到 其 他 状态 的 事件 ; 进一步 , 如 果 发 生 了 上 述 事件 , 考虑 首次 转 
移 的 时 刻 和 状态 , 可 得 


V; (t) - Г e Је ri у Aik(T)dr (Г ет / "АВ (т) +e f "(Ьа (т) + ке?) 
' kikžj Р (59) 
+e fs [ e7 f "АВ, (з) 


为 了 说 明 (59) 式 与 (57) 式 是 等 价 的 , 只 需 对 (59) 式 的 最 后 一 项 积分 进行 分 部 积 
分 计算 , 它 就 是 


А efe (ру. (т)атђе / "В, (т) + / ет 1 һе "аВ, (т) 
t t 


把 上 式 代 入 (59) 式 中 , 就 得 到 (57) 式 。 再 对 (57) 式 取 导 数 , 就 得 到 (54) 式 。 
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4. 平衡 原理 
如 果 应 用 平衡 原理 , 须要 求 下 式 成 立 
V1(0) = В; (0) (60) 


上 述 条 件 对 合同 函数 bj, В; 和 ba 给 出 了 一 定 的 限制 , 即 对 给 定 的 保险 义务 与 保 
费 缴费 方式 , (60) 式 最 终 确 定 了 保费 水 平 。 条 件 (60) 式 与 条 件 (55) 式 在 性 质 上 是 不 同 
的 , (55) 式 直接 由 前 脆 准 备 金 的 定义 得 到 。 


5. 储 蕾 保费 和 风险 保费 
把 方程 (54) 变 形 , 可 以 得 到 


-Ь@) = EVO -r+ 3 Ну(бду(0) (61) 
Кк 
其 中 
Rje (t) = bjx (t) + Velt) — V(t) (62) 


称 R;x(t) 为 在 时 刻 t 时 状态 j 转移 到 状态 k 的 风险 总 额 , 这 是 因为 在 发 生 转移 时 ， 
保险 人 需要 立刻 支付 保险 金额 ba, 另外 提供 对 应 于 新 状态 下 的 准备 金 , 而 保险 
人 已 有 对 应 于 原来 状态 j 下 的 准备 金 。 因 此 (61) 式 的 最 后 一 项 是 当前 状态 j 转移 
到 其 他 状态 时 , 单位 时 间 内 预期 净 支出 , 称 为 风险 保费 。 

称 (61) 式 右边 的 前 两 项 之 和 为 储蓄 保费 , 它 表示 为 保持 当前 状态 下 的 准备 金 ， 
单位 时 间 内 的 补充 量 , 它 等 于 准备 金 的 增 量 与 准备 金 产 生 的 利息 之 差 。 

最 后 , (61) 式 的 左边 表示 单位 时 间 内 支付 的 保费 。 所 以 (61) 式 表明 了 保费 是 如 
何 分 解 为 储蓄 部 分 和 风险 部 分 。 这 是 (61) 式 的 一 个 直观 解释 。 


6. 微分 方程 的 应 用 


如 前 所 述 , 微分 方程 提供 了 一 种 优 于 其 他 方法 的 计算 工具 , 但 是 它 并 不 是 不 可 
或 缺 的 。 但 当 涉及 比较 复杂 的 保险 产品 的 准备 金 时, 例如 当 保 险 合同 涉及 的 函数 按 
一 定 的 方式 依赖 于 准备 金 时 , 微分 方程 就 是 不 可 避免 的 。 最 典型 的 例子 就 是 , 在 退 
保 时 的 偿还 额 是 准备 金 的 一 定 比例 , 另外 费用 支出 也 依赖 于 准备 金 , 主要 的 保险 利 
益 在 某 些 情况 下 是 准备 金 的 函数 等 。 在 这 些 情 形 中 , 微分 方程 是 确定 准备 金 和 保费 
的 不 可 缺少 的 工具 。 下面 给 出 一 个 例子 。 

例 ( 专 妇 养老 金 】 一 对 夫妇 购买 了 一 份 保单 , 它 是 寿险 与 丧偶 养老 金 的 组 合 保 
单 。 保 单 规定 当 夫 妇 都 存活 时 , 保费 的 支付 率 为 c。 当 丈夫 死亡 而 妻子 还 生存 时 , # 
妇 养 老 金 支付 率 为 bs 如 果 妻 子 已 经 去 世 , 丈夫 死亡 时 的 保 额 为 s 就 支付 给 他 们 的 
子女 。 设 保单 的 期 限 为 ns 图 4 给 出 了 Markov 模型 。 
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Ва 两 个 被 保险 人 的 模型 


假设 利率 力 > 为 常数 。 在 此 例 中 微分 方程 (54) 式 的 具体 形式 为 ( 略 去 平凡 方程 
V3(t) = 0) 


E Volt) = (r + u(t) + vO} (t) + сии (0) — игу) (63) 
SW) = (r+ OM) -b (64) 
ЖУ) = (r+ WO} (t) — p(t)s (65) 


现在 考虑 一 个 调整 的 保险 合同 , 在 时 刻 n 前 , 如 果 妻 子 在 丈夫 前 死亡 , 那么 准 
备 金 的 50% 要 支付 给 丈夫 , 这 一 规定 的 思路 就 是 没有 收 到 养老 金 的 夫妇 应 该 得 到 
他 们 的 部 分 储蓄 。 此 时 微分 方程 是 必 不 可 少 的 。 在 调整 的 合同 中 , (63) 式 右边 须 减 
去 0.5u(t)Vo(t), 其 他 方程 保持 不 变 , (63) 式 变 为 


Eve) = (r + u(t) + 0.5v (t))Vo(t) + c — n(t)Vi (t) — v(t) V2(t) (66) 


在 边界 条 件 У (п) = 0,7 = 0,1,2 F, 可 以 解 出 上 述 方程 组 。 

进一步 , 在 考虑 寡妇 养老 金 问题 时 , 也 可 以 考虑 管理 费用 支出 , 设 它 部 分 地 依 
赖 于 准备 金 。 假 设 管理 费用 率 在 整个 区 间 [0,n] 内 都 是 当前 准备 金 的 一 定 比例 , 设 
比例 为 常数 a。 此 时 , 对 于 每 个 j, 在 方程 (63) 式 , (64) 式 ,，(65) 式 的 右边 都 减 去 相应 
的 aV;(t) 即 可 。 因此, 管理 成 本 aV 与 利率 力 减少 a 的 影响 是 相同 的 。 
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1. 现 值 变量 的 和 矩 满足 的 微分 方程 


前 畴 准备 金 是 未 来 支付 量 的 贴现 值 的 条 件 期 望 , 它 是 一 阶 矩 。 这 一 节 讨 论 高 阶 
Ж. 由 Markov 性 和 (49) 式 , ЖЕНО РАКИЈЕ, 对 gq = 1,2,……, 记 


VV) = E[V3(0|Z(t) = (67) 
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定理 4 шу"! 是 如 下 微分 方程 的 解 


КАД, = (gr(t) + 三 的 )V (0) _ “ХОРДО, 


一 5: ук oX | ) КОЛА О 


Е;К#] 


上 述 微 分 方程 在 光滑 点 t 处 成 立 , 方程 的 粘贴 条 件 为 


9 
V(t-)= У? (") АВ, Ру] (t) (68) 
p=0 
而 初始 条 件 为 
V‘ (п) = АВ (п) (69) 


ЖАН 为 了 应 用 向 后 论证 方法 , 由 (58) 式 可 得 
Vo(t) = (ава) +е-"'Фу( + а))* + o(dt) 


给 定 Z(t) = j, 应 用 二 项 式 展开 公式 得 到 


(9) 1) = 
V(t)=E 


p=0 


q 
у 上 (dB(t))Pe-(9-Pir(odtV9-P(t 二 dtjlZb0 = j| + o(at) 
p 





设 在 时 刻 t, AB.(t) = 0, 而 且 r(t), uje (t), b(t) 和 bilt) 都 是 连续 的 。 以 区 间 
(tt + dt] 内 发 生 的 事件 为 条 件 , 得 到 


4 
у) =t- pO) у" () (by(t)dt)re- (oP) (Ddty (oP) (+ +4) 


p=0 XP 


k;kZj 


=(1 — nj. (t)dt) (e көшүй, + dt) + 4,00) ет -Drdy l-t 4 dt)) 


+ у да wa [° ) bP (t) V (6) + o(dt) 


k;ikZ J p=0 


+ 2, maY |; | bb (t)o (9—09) + dt) + o(dt) 


由 上 式 , 进一步 推导 可 得 到 定理 4 的 结论 。 条 件 (68) 式 和 (69) 式 是 显然 的 。 
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中 心 矩 更 直观 , 它 比 原点 矩 更 有 用 。 以 mi?) (a) RIRIA VO (t) 对 应 的 q 
MELE, 那么 


q А | 一 
m0 = у сут” Ú) POPO) 422 w 


p=0 


mý (t) = Vj” (t) (71) 
2. 数值 例子 


这 里 要 计算 与 8 2 节 中 第 3 部 分 的 “ 伤 残 模型 ” 相关 的 保险 的 前 三 阶 矩 。 假 设 
年 利率 为 常数 4.5%, 那么 利率 力 为 


т = 1п(1.045) = 0.044017 


妨 外 设 不 同 状态 间 的 转移 强度 依赖 于 投保 人 的 年 龄 


Их = uz = 0.0005 + 0.000075858 . 100.038z 
oz = 0.0004 + 0.0000034674 - 10097 
Pz = 0.005 


分 别 以 0, 1, 2 表示 状态 a, i, d. 考虑 一 个 30 岁 的 男性 被 保险 人 ,保险 期 限 为 
30 年 。 因 此 对 0 < t < 30, no2(t) = p2(t) = изо = U30+t Ho1(t) = G3o+t, molt) = 
p30+t。 {70) 式 和 (71) 式 定义 的 中 心 矩 m (t) 在 时 刻 t= 0,6,12, 18,24, 状态 j = 0,1 
的 值 列 在 以 下 各 表 中 。 

表 1: 保 额 为 =bn = b2) 的 定期 保险 。 

表 2: 健康 状态 下 支付 率 为 1(= by) 的 年 金 。 

# 3: 伤 残 状 态 下 支付 率 为 1(= bi) 的 年 金 。 

Ж 4: 组 合 保单 , 它 包 括 保 额 为 H= boz = b12) 的 定期 保险 , 以 及 伤 残 状态 下 支 
付 率 为 0.5(= bi) 的 年 金 。 该 组 合 保单 的 净 保 费 支付 率 为 0.013108(= 一 bo), 它 在 健 
康 状态 下 支付 。 


表 1 82 1 的 定期 保险 的 各 阶 和 矩 


mo. (t) = mi) (0) 


mç. (t) = mi) (e) 
mü) (t) = m!3) (t) 
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#2 健康 状态 下 支付 率 为 1 的 年 金 的 各 阶 和 矩 


















Co e Г» u Ta 
И aom | nos | sos | ao 
ою [оа | om | ozo | om 
ив | se | <o | зэ» | oss 
От» | ss [аш | am | ан 
Сызе [Сизе | son [ваш | ar 
юзе em | mes [эм | oo 





Жз 伤 残 状态 下 支付 率 为 1 的 年 金 的 各 阶 矩 


8.987 0.716 





14.835 6.601 


17.160 


1.277 


mr 
neo | mo | mon 








Жа 组 合 保单 的 各 阶 和 矩 
в | = |] = | 
eam | ои ШЫ эш» | 0.0533 

| озм _ 









7 
тта 
мя [ает | ана 
элю | И ШШ та 
мю | +e | ом | оше | 
сш» | sie | +s | aso [ом 


з. 寿险 中 的 偿付 能 力 额度 
i Y 为 保单 组 合 的 所 有 未 来 净 负 债 的 现 值 变量 ,mt9) 表示 Y 的 q 阶 中 心 矩 .了 
的 分 布 的 1 - e 分 位 数 记 为 yie 它 的 正 态 寡 逼 近 与 前 三 阶 中 心 矩 有 关 ， 


Q: i 
-eT тЇ) tere Vm) + e [C 
6 mí 
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其 中 cie 是 标准 正 态 分 布 的 1— 8 分 位 数 。 采 用 偿付 能 力 控制 的 准则 , yie 可 视 为 
在 给 定时 刻 的 技术 准备 金 的 最 低 要 求 。 它 可 分 解 为 保费 准备 金 mU 与 波动 准备 金 
m-e- т), 保单 组 合 风 险 的 一 个 度量 可 选 为 比率 值 R= (и. —mÜ))/P, 其 中 P 
是 描述 保单 组 合 规模 的 一 个 适当 的 度量 。 作 为 例子 , 考虑 N 份 相互 独立 保单 的 组 
合 , 每 份 保单 都 是 表 4 的 保单 , 而 且 同 时 签发 。 取 P 为 每 年 的 总 保费 收入 , 对 应 于 
不 同 的 保单 数量 N, 签发 保单 时 的 尺 值 由 下 表 给 出 


` | w | = | m | m Ta 


上 述 数值 结论 表明 , 当 保 单数 量变 大 时 , 保单 组 合 风 险 变 小 。 
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1. 利率 力 过 程 


假设 经 济 的 变化 (或 经 济 中 决定 利率 的 因素 的 变化 ) 以 连续 时 间 的 齐 次 Markov 
ЖҮ 来 描述 , 状态 空间 为 Y = {1,… JY), 转移 强度 为 Mpe, f e Ve Z f. 42 
济 处 于 状态 e 时 , 对 应 的 利率 力 为 re, 


r(t) = 3 ` (0) (72) 


其 中 IY (t) = 1[Y(t) = e) Ж Y 在 时 刻 t 处 于 状态 e 的 示 性 函数 。 

图 5 给 出 了 有 三 种 状态 的 Markov 链 利率 力 模型 ， 相 应 的 利率 力 的 取 值 范围 
为 {0.02,0.05,0.08}。 利率 的 转移 只 能 在 相 邻 状态 发 生 , 从 任意 状态 转移 出 去 的 总 强 
REA 0.5, 即 平均 每 两 年 利率 力 发 生 一 次 改变 。 由 对 称 性 ， 长 时 期 内 平均 利率 力 为 


0.05. 
A=0.05 А›=0.25 
— aa 85] р;=0.08 
42120.25 А3=0.5 
图 5 一 个 简单 的 Markov 链 利率 力 模型 
2. 完整 的 Markov 模型 


引用 § 1 节 中 关于 寿险 保单 的 Markov 链 模 型 , 并 在 相应 的 示 性 过 程 和 计数 过 
程 中 给 出 上 标 Z, 以 区 别 于 关于 利率 力 的 Markov 链 模型 Y。 
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进一步 , 假设 过 程 Y 和 2 是 独立 的 , ЖА X = (Ү, 2) 是 Markov B£, 状态 空间 
H X = y x Z, 转移 强度 为 
Ае, е = fi =k 
Kej sk(t) = 4и (0), e = f,j # k 
0, e га fj ta k 
з. 组 合 模型 的 和 矩 


考虑 8 4 节 中 的 支付 流 。 为 了 评估 合同 负债, 在 时 刻 上 已 有 信息 的 条 件 下 , Ж 
虑 合同 负债 的 条 件 分 布 。 这 里 集中 考虑 如 何 确定 条 件 矩 , 根据 Markov 性 假设 , 条 
件 矩 仅 依 赖 于 当前 状态 ， 


n q 
va = |( / таво) (Y(t) = e, 2(t) = ; 
由 8$5 节 的 定理 4, 并 对 相应 符号 进行 修改 , 可 以 得 到 如 下 推论 
推论 Кг) 是 以 下 微分 方程 的 解 
VPO ={чг« + us. (t) + Xe (0) ~ у 70) 
(73) 
- У п") > AROLA — У Алу) 
大 大 天 了 p=0 \P f; f#e 
(73) 式 在 光滑 点 t 上 成 立 , 粘贴 条 件 为 
q 


V0-) = ў` (") (AB;(t)P Vy ?I(t) ы 


p=0 \P 


X] q=2,3,... ,以 т (t) 表示 对 应 于 у (t) Чай Г». ИЛА q = 1 时 ， 
定义 то (0) = VD(b)。 计 算出 原点 矩 后 , 根据 


по = X” (") Cavea (VO)) °” 
p=0 

可 以 得 到 q > 1 阶 的 中 心 矩 

а. 组 合 保单 的 数值 例子 


设 年 龄 为 z 的 人 购买 组 合 保单 , 它 包括 寿险 和 伤 残 养老 金 。 记 保单 签发 的 时 刻 
为 0, 与 保单 相关 的 状态 有 а = 健康 , i= 伤 残 , d = 死亡 。 在 时 刻 t, 即 当 被 保险 人 
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ERA z 十 t 时 , 这 些 状态 间 的 转移 强度 为 


Haalt) = pialt) = 0.0005 + 0.000075858 - 109-038(=+) 
Hailt) = 0.0004 + 0.0000034674 - 109-06(z+t) 
Hialt) = 0.005 


假设 利率 力 可 取 三 个 可 能 值 : r = ln(1.00) = 0( 低 利率 , 实际 上 不 考虑 利率 因 
Ж), r2 = ln(1.045) = 0.04402( 中 等 利率 ), r3 = 1(1.09) = 0.08618( 高 利率 ), 这 些 状 
态 间 的 转移 可 用 Markov 链 来 描述 , 转移 强度 矩阵 为 


-1 1 0 
4= 入 | 05 —105 
0 1 ч 
标 度 参 数 А 可 解释 为 每 单位 时 间 内 转移 次 数 的 期 望 , 因此 和 是 利率 波动 性 的 


一 个 度量 。 
表 5 ЙЕ ИФ 1900), q = 1,2,3 


(第 二 列 的 т 值 表示 初始 状态 为 “中 等 利率 、 健 康 (2, а)" 的 保单 的 净 保 费 ) 


(l,a) (1,1) (2, i) (3,а) (3, i) 


EIERE 
зо | ow | am 
-mm | an [алг | 
пз: [ож | ro 
OEE 
Сөз | -mr | s | 
om 


т 
e 2 
e | š 
eë 


© 

S 

s 
бю 
E 


1 еа | sef om Т 
| v| | ов | z] sm [те 
s o ов | om] om| zo| oe] ss 
o | oe us | z | as | ЕТТ" 
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表 5 给 出 了 在 时 刻 0 时 组 合 保单 现 值 变 量 的 前 三 阶 中 心 矩 。 这 里 的 组 合 保单 的 
具体 内 容 为 : 投保 年 龄 т = 30, 保单 期 限 n = 30, 保险 利益 包括 保 额 1(= bad = bia) 
的 寿险 , 以 及 支付 率 为 0.5(= b.) 的 伤 残 养老 金 , 保费 在 健康 状态 下 连续 支付 , 支付 
EH x(= ba), 这 里 选取 的 т 是 状态 (2,a) 下 的 净 保 费 , 这 里 的 (2,a) 表示 “中 等 
利率 、 健康 状 况 ”。 

Ж 5 的 前 三 列 构成 了 “个 基准 。 和 = 0 表示 没有 利息 波动 , 所 以 得 到 的 结论 对 
访 于 三 个 固定 利率 下 的 情形 。 现 值 变量 的 二 阶 吞 和 三 阶 逢 很 强烈 地 依赖 于 初始 利 
率 力 , 实际 上 , 当 利 率 力 增 大 时 , 每 行 中 相应 的 量 的 绝对 值 会 变 小 , 如 每 行 中 对 应 于 
(1,а), (2,а), (3,а) 的 数值 。 这 是 很 自然 的 , 因为 利率 力 的 增 大 会 减 小 贴现 因子 , 从 而 
未 来 额度 的 贴现 值 就 变 小 。 

观察 表 5 即 知 , ВЕЖ X 值 增 大 , 相对 应 的 三 列 { 如 (1,а), (2, а), (3,a)) 之 间 的 差 
异 越 来 越 小 , 最 后 完全 消失 。 一 个 直观 解释 就 是 如 果 利 率 变化 很 频繁 , 那么 初始 利 
率 水 平 的 重要 性 就 越 来 越 减弱 。 

对 于 与 中 等 利率 水 平 相对 应 的 中 间 两 列 , 当 入 从 0 开始 不 断 增 大 时 , 现 值 变量 
的 方差 在 开始 时 是 增 大 的 , 在 到 达 最 大 值 后 开始 减 小 , 然后 到 达 稳 定 值 。 这 一 观察 
结果 的 直观 解释 如 下 : 当初 始 利率 为 中 等 利率 时 , 利率 的 波动 会 增 天 合同 最 终结 果 
的 个 确定 性 , 但 是 如 果 利率 变化 足够 频繁 , 那么 坡 终 结果 就 与 中 等 水 平 固定 利率 下 
的 结果 相似 。 至 于 第 二 列 的 净 保 费 值 有 类 似 的 变化 趋势 , 可 做 同样 的 解释 ， 
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在 标准 的 保险 保单 中 , 设 状 态 过 程 Z 是 Markov КЕ. Н, = of2s;0 < s < t) 
是 由 了 产生 的 。 补 偿 计数 过 程 Mong £h EH 


dMonft) = dNgn(t) 一 万 (busn(tjdt (75) 


{Mang # h} 是 均值 为 0 的 平方 可 积 蒜 , 而 且 相 互 正 交 , 初 值 为 0。 
设 利率 过 程 依赖 于 状态 过 程 


r(t) = аке = 》 万 (br (76) 
Ј 
为 了 简便 , 以 下 记 [у r= Í r(s)ds. Ж Ж 
MI(t) =E | i R тав 
0- 
2 f 区 I "аВ(т) +e- R "Е | f ет 1; гаво) (77) 


= | се тав(т) жет8" > I(t) V; (0) 
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上 式 最 后 等 式 用 到 了 过 程 Z 的 Markov 性 。 
对 (77) 式 应 用 ó 公式 , 得 到 


dM(t) =e PrdB(t) +e fo ”(—r(t)dt) D1(t) V(t) 
j 


; (78) 
+e hr Y (EAV) +e for Y dNje(t)(VE(t) — V(t—)) 
j jk 


上 式 右边 最 后 一 项 来 自 Markov 过 程 的 跳跃 点 : 当 过 程 在 时 刻 t 从 状态 j 转移 到 状 
态 上 时 , 状态 j 在 t 之 前 的 准备 金立 即 变 为 状态 上 在 时 刻 t 的 准备 金 。 因为 对 应 于 
每 个 状态 的 准备 金 都 是 确定 性 函数 , 而 且 是 有 界 变 差 的 , 不 连续 点 至 多 有 可 列 多 个 ， 
所 以 Markov 过 程 在 这 些 不 连续 点 出 现 跳跃 的 概率 为 0。 因 此 , 不 必 考 虑 V(t) 和 
1;(t) 可 能 的 公共 不 连续 点 。 出 于 同样 的 原因 , 上 式 右边 最 后 一 项 的 左 极限 У, (Е) 
可 改 为 У;(%)» 

把 dB, r(t) 和 N; (t) 的 表达 式 代入 (78) 式 中 , 可 以 得 到 


dM(t) =e" r Y L(t) (шо - r; V;(t)dt + dV,(t) + Y ` КОО) 
j kik#j (79) 
+e ler Y R; (t)dM;k(t) 
jk 
其 中 
R;k(t) = byr(t) + Ve(t) — V;(t) 


Ек (t) 表示 在 时 刻 t 从 状态 j 转移 到 状态 k 所 导致 的 风险 。 
因为 (79) 式 右边 是 蒜 的 增 量 , 所 以 (79) 式 右边 第 一 项 是 两 个 蒜 的 增 量 之 差 。 右 
边 第 一 项 是 有 界 变 差 的 , 后 面 要 说 明 , 它 也 是 连续 的 , 所 以 它 是 常数 。 最 后 可 得 到 


dB;(t) — r; V, (t)dt + dV(t) + J к(а (0) = 0 (80) 
Е;К#] 
(80) 式 就 是 Thiele 微分 方程 
另外 , 由 以 上 推导 得 到 鞍 M 的 分 解 


dM(t) = e-i" Ý R; (аме) 
jk 
最 后 说 明 (80) 式 是 连续 函数 的 增 量 。 含 有 dt 的 项 是 连续 的 , 而 如 果 Bj(t) 在 时 
刻 t 是 不 连续 的 , 由 于 V(t-) = AB;(t)+V;(t), 所 以 B;(t—)+V;,(t—) = B;(t)+V,(t), 
即 B (t) + V;(t) 是 连续 的 。 
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81 风险 过 程 的 破产 概念 


风险 过 程 的 破产 理论 是 非 寿 险 精算 理论 研究 的 一 个 经 典 专 题 。 现在 人 们 普遍 
认可 Lundberg 在 1903 年 发 表 的 论文 是 这 一 理论 开始 出 现 的 标志 。 一 个 世纪 来 , Ф 
随 着 一 些 新 的 数学 分 支 的 出 现 , 尤其 是 概率 论 和 计算 技术 的 发 展 , 同时 由 于 精算 理 
论 研究 自身 的 发 展 , 在 破产 理论 中 一 些 新 方法 、 新 结论 不 断 被 发 现 。 

首先 介绍 一 下 问题 的 背景 。 记 {U(t),t > Ор 为 保险 人 的 盟 余 过 程 。 这 里 所 讲 的 
Ф. 是 指 某 个 初始 基金 加 上 保费 收入 , 并 减 去 理赔 后 剩余 部 分 。 这 种 盘 余 的 定义 
并 非 财务 意义 上 的 , 只 是 为 了 数学 上 处 理 方便 而 已 。{U(t),t 2 0} 可 表示 如 下 ， 


U(t) = u + (t) — S(t) 


其 中 u > ОЖ Я, c(t) 为 时 间 区 间 (0, 2) 内 的 保费 收入 , S(t) 为 时 间 区 间 
(0,t) 内 的 索赔 额 。 自然 地 , 考虑 到 未 来 索赔 额 的 不 确定 性 , 假设 S(t) 是 一 个 随机 过 
程 。 在 未 来 某 一 时 刻 , ARAFE MERMA, 这 种 事件 形象 化 地 称 为 破产 。 一 个 基 
本 的 问题 就 是 对 给 定 的 模型 与 假设 , 如 何 计 算 破产 概率 。 按 照 时 间 参 数 的 不 同 , 可 
以 区 分 连续 时 间 破 产 概率 和 离散 时 间 破 产 概率 。 


1. ЖЕ Е 
ЕНА (U(t),t > 0}, IARA u, ДАТ 


Т = inf{t|U (t) < 0,t > 0) 
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T 表示 破产 发 生 的 时 刻 。 进一步 定 义 
ф(и) =P{T < оо} 
wut) = P{T < t) 


y(u) 和 pfu, t) 分 别称 为 无 限时 间 破 产 概率 和 有 限时 间 破 产 概率 , 很 自然 地 它们 具 
有 以 下 性 质 。 

性 质 1 XO < uÁ <и,0<1 t, 

(1) @(u2,t) < (ш, ё), 

(ii) (ио) < (ит) 

(iii) (и, t1) < (и, t2) < (и). 

(iv) dim ҳи, +) = (u). 

性 质 (i) 和 (ü) 表明 , ЈАКИ, 破产 概率 变 小 。 这 可 以 通过 对 一 余 过 
程 样本 轨道 建立 对 应 关系 来 验证 , 即 如 初 值 为 uz 的 样本 轨道 出 现 负 值 , 那么 初 值 
为 ui 的 样本 轨道 也 必 会 出 现 。 反之 不 然 , 即 如 初 值 为 wj 的 样本 轨道 出 现 负 和 值 , 并 
人 不 能 推出 初 值 为 wa 的 样本 轨道 也 会 出 现 。 

(iii) ЖЕН, 对 同样 的 初始 盈余 , 有 限时 间 破 产 概率 随 着 时 间 推 移 会 变 大 , 其 上 界 
是 无 限时 间 破 产 概率 。 该 结论 的 推理 类 似 于 (i) 和 (ü) 中 所 用 到 的 推理 。 对 某 一 轨 
ІЙ, 如 果 它 已 在 ti 前 出 现 负 值 , 那么 该 轨道 在 ts 前 已 出 现 负 值 。 反 之 不 然 , 如 某 一 
轨道 在 时 间 区 间 (t1, t2) 内 首次 取 负 值 , 在 这 种 情形 下 , 该 轨道 在 (0,tz) 内 取 负 值 ， 
但 在 (0, 61) 内 不 取 负 值 。 

(iv) 表明 , 有 限时 间 破 产 概率 的 极限 就 是 无 限时 间 破 产 概率 。 该 结论 似乎 显然 
但 严格 的 证 明 要 用 到 概率 公理 化 定义 的 单调 性 。 这 里 不 再 深入 展开 。 


2. 离散 时 间 破 产 概率 
ЕО {U(t), = h, 2h, 3h, h WERA u, 时 间 间 隔 h > 0, 记 
T = inf{t|U (t) < 0,t = h, 2h, 3h, ---} 
为 破产 发 生 的 时 刻 。 引 入 
W (u) = P{T < оо} 
Oy (u,t) = P{T < t) 


ф(и) 和 pfu, t) 分 别称 为 无 限时 间 破 产 概率 和 有 限时 间 破 产 概率 , 它们 满足 以 下 性 
质 。 


性 质 2 对 0<u <u,0g<hl git, 
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(i) Waluz, t) < Valur, t) 

(ii) (из) < Palur): 

(iii) Yalu, ti) < Yalu, t2) < Ya(u)e 

(iv) lim һи, 2) = Wx(u)s 

(v) Yalu, t) < Ylu, t), Yalu) < (и). 

关于 (一 (iv) 的 推理 与 性 质 1 中 相应 的 推理 完全 相同 。(v) 表 明 离 散 时 间 破 产 
概率 比 连续 时 间 破 产 概率 要 小 。 这 是 因为 如 果 离 散 时 间 轨 道 取 负 值 , 从 而 相应 的 连 
续 时 间 轨 道 取 负 值 。 反 之 不 然 , 如 某 一 连续 轨道 在 时 间 区 间 (jh, (ў + 1)h) 取 负 值 ， 
相应 的 离散 时 间 轨 道 不 一 定 取 负 值 。 

本 章 后 面 的 内 容 主 要 考虑 连续 时 间 无 限时 间 内 破产 概率 , 如 无 特别 说 明 , 简称 
为 破产 概率 。 
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1， 模 型 的 定义 


在 Sparre Andersen 模型 中 , 索赔 的 发 生 服 从 一 个 更 新 过 程 , 从 而 该 模型 又 称 为 
更 新 风险 模型 。 特 别 地 , 当 更 新 过 程 是 Poisson 过 程 , 从 而 索赔 过 程 是 复合 Poisson 
过 程 时 , 该 更 新 风险 模型 称 为 经 典 风 险 模 型 。 

形式 上 , 如 记 Т, 为 第 一 次 索赔 发 生 的 时 刻 , Т, 为 从 第 n 一 1 次 索赔 到 第 n 次 
索赔 的 等 待 时 间 。 当 (T, i= 1,2,... р 是 随机 变量 时 , 在 时 间 区 间 (0, 内 的 索赔 次 
数 是 一 个 随机 变量 , 记 为 N(t)。 进一步, 当 {Ti,i = 1,2,…} 独立 同 分 布 (iid) 时 , 计 
数 过 程 {N{t),t > Ор 就 称 为 更 新 过 程 。 当 T, 服从 指数 分 布 时 , 相应 的 更 新 过 程 称 
为 Poisson 过 程 。 一 般 地 , 记 T, 的 分 布 函数 和 密度 函数 分 别 为 K A К. 

W (X; i= 1,2,…} 是 独立 同 分 布 (iid) 非 负 随 机 变量 , 其 中 x, 表示 第 i 次 索 
赔 变 量 。 进 一 步 假 设 对 所 有 的 i > 0, 7 > 0, Х, A T, 相互 独立 。 记 X, 的 分 布 函数 
利 密度 函数 分 别 为 H po 

设 单位 时 间 内 的 保费 收入 为 с, Sparre Andersen 风险 模型 可 表示 如 下 ， 

N(t) 
U(t) = u +e(t)— S(t] = u + et — Y X, 
i=l 

特别 地 , 当 {N(t),t > 0} 是 Poisson 过 程 时 , 对 每 一 t > 0, S(t) 是 一 个 复合 
Poisson 变量 , 从 而 索赔 过 程 (S(t),t > 0} 是 复合 Poisson 过 程 。 

下 面 从 另外 一 个 观点 来 看 芥 余 过 程 .。 第 n 次 索赔 发 后 并 支付 后 , Е Л. 
变 为 

ute(Nit +T.) ~ (Xi +: + Xn) =u+ (cT Ху) 


і=і 
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事实 上 , 破产 只 在 索赔 发 生 时 刻 才 出 现 , 破产 的 发 生 等 价 于 上 述 盘 余 会 出 现 负 


从 实际 问题 出 发 , 要 求 保费 收入 有 一 定 的 保费 附加 , 因此 以 下 条 件 是 自然 的 
сЕ(Т;) > Е(Х;) 
引入 附加 因子 如 下 
сЕ(Т;) = Е(Х,)(1 + 0) 
此 时 y(u) < 1. 


2. 关于 破产 概率 的 Lundberg 不 等 式 


直观 上 , Sparre Andersen 风险 模型 的 破产 概率 大 小 受 两 个 因素 的 影响 , 即 初始 
ЯШ и 和 不 依赖 于 的 模型 的 内 在 特征 , 该 内 在 特征 完全 由 ту fi X, 的 分 布 确 
定 。 下面 介 绍 的 Lundberg 不 等 式 是 关于 破产 概率 的 经 典 结论 之 一 。 

Lundberg 不 等 式 假设 Mx(7) = ElerX] 对 0<r < 有 定义 , 此 处 y 或 者 为 
有 限 数 , 或 者 y= оо, 而且 lim Mx(r) = оо, 那么 破产 概率 满足 如 下 不 等 式 


Vu) < e Ru 
其 中 R 称 为 调整 系数 , 它 是 如 下 Lundberg 基本 方程 的 唯一 正解 
Е[е-(«Т‹-Х.)н] — Ele-cnalElexal = | 
证 明 在 证 明 不 等 式 前 , 首先 解释 一 下 Lundberg 基本 方程 的 来 源 。 对 原来 的 
风险 模型 调整 时 间 参 数 后 , 可 以 得 到 另 一 过 程 {U(n),n = 0,1,2,….} 如 下 
U(0) = и 


U(n) =и+ Y (cT, — X;i),n 21 -> 
121 

显然 这 里 的 参数 n 并 不 表示 实际 时 间 参 数 。 进 一 步 ， 定 义 另 一 过 程 {Y(n),n = 
0,1,2,…}, 其 中 Y(n) =e-actn, 可 以 验证 当 R 是 Lundberg 基本 方程 的 正 根 时 ， 
(Y(n),n = 0,1,2,...} 是 蒜 。 因 此 可 以 应 用 黄 停 时 定理 来 证 明 上 述 不 等 式 。 

下 面 给 出 一 种 初等 让 明 方 法 。 

(1) 首先 假设 R 是 存在 的 , 用 归纳 法 证 明 不 等 式 。 

定义 „(и),п = 1,2,... 为 破产 在 前 n 次 索赔 中 发 生 的 概率 , 那么 


VW) = lim ny(u) 
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为 此 只 需 证 明 对 任意 п, 不 等 式 пїй(и) < e 一 Ru 成 立 。 
考虑 到 第 一 次 索赔 发 生 的 时 刻 , 按 破 产 的 定义 , 可 得 


со бо 
па) = Í мө] pdrdt 

0 u+ct 

< Í ко f е R(u+et=z)p(z)dzdt 
0 utet 
со Ce 

< [ k(t) f e R(u+et—z)p(z)drdt 
0 0 

s= e-Rug|e-eT,R]E|eX: R) =, е Ёч 


上 面 最 后 等 式 由 Lundberg 基本 方程 的 定义 可 得 。 
假设 对 某 n, 不 等 式 nplu) < e-Ru 成 立 , 那么 通过 考虑 到 第 一 次 索赔 是 硅 会 导 
致 破产 发 生 , 可 得 


со оо со u+ct 
„+%(и) = $ k(t) / p(z)dzdt + f k(t) / plz)ny(u 十 ct 一 zjdzdt 
0 и+сї о 0 
Co ос оо u+ct 
< / k(t) [ ет R(u+et-z)p(r)dzdt + / k(t) / р(2)е R(u+ct=-z)dxdt 
0 и+с{ 0 0 


оо со 
= Í ко f е R(w+cet-z)p(z)dzdt 
0 0 


= е Ru 


(ü) 其 次 要 说 明 R 的 存在 性 。 下面 以 经 典 风险 模型 为 例 。 对 一 般 的 风险 模型 类 
似 的 结论 也 成 立 。 
设 五 服从 指数 分 布 , 参数 为 X 那么 Lundberg 基本 方程 变 为 


A +cR = АМх(В) 
附加 因子 0 在 这 里 的 定义 为 


cE(T;) = Е(Х;)(1 + 0) 
c= АЕ(Х;)(1 + 0) 


所 以 Lundberg 基本 方程 又 变形 为 
1+ (1+0)E(X)R = Mx(R) 


定义 函数 
т) =1+(1+60@)Е(Х)г — Му (т) 


可 以 验证 h(0) = 0, h'(0) > 0, h”(r) = —Mx(r)” < 0, 所 以 h(r) Ж ERAR. 
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由 假设 ,Mx(r) 对 0 和 r < y AEN, 此 处 y 或 者 为 有 限 数 , 而 且 lim Mx(r) = 
со, 或 者 y = оо, 那么 容易 验证 lim Mx(r) = оо 自动 成 立 。 总 之 ,lim h(r) = 一 
从 而 必然 有 唯一 正 数 RR 使 得 h (R) = 0, R 就 是 调整 系数 。 

至 此 证 明了 Lundberg 不 等 式 。 


例 1 考虑 经 典 风险 模型 , 设 P(r) = 1- et, WA Lundberg 基本 方程 变 为 





1 Q 
++ Rs 


0 


#2 W p(z) = 一 ?ez > 1, 这 里 a= 六 xz-2e-*dz sz 0.149, 下 面 要 说 明 
在 这 种 情形 下 , Lundberg 不 等 式 的 条 件 不 成 立 , 从 而 调整 系数 不 一 定 存在 。 
这 是 因为 


1 сш -T 1—# = 一 2 —t 
Мх@ у= с] we Жш... 


ҤЕ Г(з) 的 定义 域 得 知 , Mx(r) Hf r < 1 时 有 定义 , 故 7=1。 而 当 0<r<1 
时 ， 








l-r р! {—2е—* “эў: en 
Мх(т) = = Í : йы =" f t “e dt 
-r 1 








- +(1-—r) 
所 以 

lim Mx(r} < L < оо 
83 ”应 用 Laplace 变换 求解 经 典 风险 模型 的 破产 概率 


1. Laplace 变换 
设 f(z) 是 定义 于 (0, оо) 上 的 函数 , f 的 Laplace 变换 定义 为 


ГЕ = f Tett f(z)dz 


如 果 对 £ e (a,b), Laplace 变换 f(E) 存在 , 那么 f'E) 唯一 确定 了 f(a). 下 面 给 出 
一 些 特 殊 的 函数 的 Laplace 变换 。 
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а) ШИТ 

кө €> -a 

а >а 
>0 

z g>0 





т" Г(п + 1)/е"+! £>0 
а?тес°т [0/(а + &))? E > -a 


Laplace 变换 常见 的 结论 如 下 : 
(1) (D8) = Г _ /(0) 
(ü) 记 F(z) = }^ /(у)Ч4у, ЖА 


F* (€) = 
(iii) 设 h(z) = f f(y)g(z — y)dy, BZ h*(€) = f*(€)g"(6); 
2. 应 用 Laplace 变换 求解 破产 概率 


为 应 用 Laplace 变换 求解 破产 概率 vlu), 考虑 在 [0, dt) 内 盈余 过 程 的 变化 。 在 
此 人 区间 内 , 没有 索赔 发 后 的 概率 为 1 ~ Adt, РЕНИН АА u+ cdt; 有 索赔 发 
牛 的 概率 为 Mdt, 而 旦 只 有 索赔 额 较 大 时 ,， 即 当 X > и + cdt 时 , 破产 才 发 牛 ， 当 
X < w+ dt 时 , 破产 不 发 牛 。 
从 而 

yiu) =(1 — ми) йм) 


1— f°(é) 
& 


мса 
二 入 dt {/ w(u + cdt — rz)fx(r)dr+1x [1 — Ёх(и + ani} 
0 
由 上 式 可 得 (on 满足 如 下 积分 微分 方程 


су (и) + А 


(акс 


А О 1-ге) – -0 
对 上 式 两 边 取 Laplace 变换 , 得 到 
сё“ (E) — сї(0) + AY (EF (E) + Ё°(Е) -ye = 0 
整理 得 到 
ич) = ©#@)—-АЁЧ© 1 00) ~ AEE 
ХО) ET (Ае (© - DA 


10) руа) 
€ 1- Q/oP°(6) 
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如 记 c= Ад(1+ 0), 那么 


дан +0) — (1/н)Ё"(Е) 
1+0 — (1/u)F*(£) 


*4 £ > 0 时 , БАЛЕ КРЗ, 这 是 因为 


F°(€) _ f° _¿ 1-— Fx(z) ° 1 — Fx(z) 
7 =f m a< f m сы 


ф°(&) = 


=1 


因此 当 上 1 0 时 , 为 使 е (с) 的 极限 存在 , 要 求 
ЕЁ“ (E) 
H 


lim 


lim — = (0)(1 +8) 


因为 TO 是 一 个 密度 函数 的 Laplace 变换 , 所 以 上 式 左 边 为 1。 最 后 得 到 
Ф) = т гүз 
把 F(E) 和 w(0) 的 表达 式 代入 前 面 v(e) 的 表达 式 最 后 得 到 


— (1/д)(1 — /*(ё)) 
š (1 ii — (1/p)(1 — f*(£)) 
对 一 些 特殊 的 索赔 变量 ,f*(€) 是 有 理 函 数 . 那么 ve 也 是 有 理 函 数 , 通过 反 演 
Laplace 变换 , 可 求 (и). 
顺便 指出 , 设 F(z) 为 某 正 随机 变量 的 概率 分 布 函数 , 期 望 为 u, 那么 Fo 是 
概率 密度 函数 , 相应 的 分 布 称 为 F 的 均衡 分 布 。 


ф'(&) = 
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本 节 有 两 个 目的 : ( i ) 介 绍 Phase 分 布 的 概念 ; (ii) 介 绍 在 经 典 风险 模型 中 , 当 
索赔 变量 服从 Phase 分 布 时 , 破产 概率 的 矩阵 表示 。 为 简便 计 , 本 节 仅 考虑 经 典 风 
险 模型 , 实际 上 本 节 的 内 容 可 以 在 Sparre Andersen 风险 模型 中 统一 讨论 。 这 些 内 
容 是 破产 理论 中 较 新 的 内 容 。 至 于 本 节 所 引用 结论 的 证 明 , 下 面 不 再 给 出 。 


1. Phase 分 布 


考虑 一 个 连续 时 间 Markov 链 (X, t > 0), 状态 空间 由 1 个 吸收 状态 和 m 个 
非常 返 状 态 构 成 , 可 记 为 {0,1,… m). X, 表示 在 时 刻 t 时 Markov 链 所 处 的 状 
态 。 向量 а = (aaz ,am) 表 示 过 程 初始 状态 为 m 个 非常 返 状 态 的 概率 , 相应 
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地 ao 表示 过 程 初始 状态 为 吸收 状态 的 概率 。 在 以 下 所 有 讨论 中 , 假设 ao = 0。 记 
Ж Q 为 连续 时 间 Markov 链 的 转移 强度 矩阵 ， 


S 
[атов 


其 中 S = [si;] 表示 非常 返 状态 之 间 的 转移 强度 ,sf = [sio] 是 列 向 量 , 它 表 示 从 非 
常 返 状态 到 吸收 状态 的 转移 强度 。 出 转移 强度 矩阵 的 定义 , 即 得 sf = -SeT, 其 中 
eT 是 列 向 量 , 它 的 每 个 元 素 都 为 1。 最后, 记 V 为 过 程 到 达 吸 收 状态 的 时 介 变 量 ， 
它 的 密度 函数 f(z) 有 以 下 形式 

f(z) = «ехр(т8)з{ ,z > 0 
由 此 可 得 V 的 分 布 函数 F(z) 以 及 Y 的 期 望 

F(a) = 1 — еехр(28)ет 

ЕУ] = —aS-!eT 
直观 地 , 在 f(z) 表达 式 中 出 现 的 a exp(rS) 可 理解 如 下 


аехр(28) = P(V > z, X, = ј;ј = 1,2…… ,m) 


即 wexp(zS) 中 的 第 7 个 元 素 的 含义 就 是 : 到 时 刻 z 时 吸收 事件 还 未 发 生 , 而 且 
Markov 链 在 时 刻 r 的 状态 为 j 的 概率 。 

上 述 类 型 的 变量 V 或 分 布 F. 由 两 组 参数 a 和 S 确定 , 称 为 Phase 变量 或 分 
1. 对 这 类 分 布 , 下 的 均衡 分 布 也 是 Phase 分 布 , 参数 为 r 和 S, 其 中 


T=-aS !/EV] 
з REE X 的 分 布 是 Phase 分 布 , 参数 为 a = (0.2,0.3,0.4,0.1), 


La 0 
бз 0 
00-22 
0 0 0 一 4 


$= 


那么 X 的 密度 函数 有 如 下 形式 


4 14 24 
А2) = Be + КЕТ 一 y" + -e т> 0 
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2 经典 风 险 模型 中 破产 概率 的 矩阵 表示 


在 经 典 风险 模型 通常 的 假设 下 , 关于 破产 概率 有 以 下 结论 。 
定理 在 经 典 风险 模型 中 , 设 初始 盘 余 值 为 u > 0, 索赔 变量 是 Phase 变量 ， 
数 为 a 和 S, 那么 破产 概率 有 以 下 和 矩阵 表示 


є 


(и) = e, exp(uB)eT 
ИФ B = S+ D,D = sla, a, = рп, р = (0) = 1/1 +8), = -aS /и, и 
Е|Х;]. 
以 下 数值 例子 都 可 以 应 用 数学 软件 (如 Mathematica) 直 接 求解 。 
例 4 设 索赔 变量 是 两 个 指数 分 布 变量 的 混合 ,指数 分 布 参数 分 别 为 3 和 


权重 都 是 1/2。 设 Poisson 参数 A = 1, 保费 附加 因子 0 = 0.4。 此 时 p = 5/7,a = 
(1/2,1/2), a+ = (1/2,3/14), 


Ра Ë 0 | ы Е РТ Ë. 9/14 | 
0 -7 7 7/2 _11/12 


z 


аы 9 1 9 9 
= —Gu = —6u 
10° +10° ° 70° 770° 
ехр(иВ) = 
7 eu T -ou 1 eu -eu 
10 10 10 10 
最 后 得 到 


plu) = (24e" + eu) /35 


例 5 设 索赔 变量 X 服从 Erlang(3) 分 布 , 即 X 可 表示 为 三 个 独立 同 分 布 的 
指数 变量 之 和 ,py = 1。 设 Poisson 参数 和 = 1, 保费 附加 因子 0 = 0.1, 此 时 p = 
10/11, а = (1,0,0), 


SIAS 0 
Sht: 3 3 
67 0—3 
因此 «+ = (10/33, 10/33, 10/33), 
a 3 0 
пен -3 3 


10/11 10/11 —23/11 
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最 后 得 到 


ф(и) =0.9242е—0-1385ч 
~ 2{0.0075 cos(1.3807u) + 0.0053 іп(1.3807и) ет 39761“ 


例 6 设 索赔 变量 X 的 密度 函数 p(z) 为 
le 
p(z) = 5.8 >0 
i=] j=1 


其 中 В! = 1, Ba 0.5, qua = 0.05, qi2 = 0.1, Фіз = 0.5, 421 = 0.05, 422 = 0.2, 423 = 
0.1。 如 表示 为 Phase 分 布 形式 , 那么 a = (0.5,0.1,0.05,0.1,0.2,0.05), 


о © 
© © 
© 
© 
© 
| 
© 
cn 


设 Poisson 参数 入 = 1, 保费 附加 因子 0 = 1, 那么 


о} = (0.07692, 0.09231, 0.10000, 0.03077, 0.09231, 0.10769) 


—1.00000 1.00000 0 0 0 0 
0 一 1.00000 1.00000 0 0 0 
я 0.07692 0.09231 —0.90000 0.03077 0.09231 0.10769 
0 0 0 0.50000 0.50000 0 
0 0 0 0 0.50000 0.50000 
0.03846 0.04615 0.05000 0.01539 0.04615 —0.44615 
最 后 得 到 


(u) =0.01518е”0-6154ч + 0) 51614е70:2005ч 
+ 0.03296е 70.5495" cos(0.14324u) — 0.06429е- 1:215?" со5(0).30563и) 
— 0.06059е 70:54959 sin(0.14324u) — 0.05064е 1-2157" sin(0.30563u) 
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85 蒜 方 法 在 非 寿险 定价 中 的 应 用 


1. 引言 


随机 过 程 理论 中 的 蒜 可 以 帮助 理解 非 寿 险 保单 的 定价 。 特 别 地 , 本 节 中 涉及 
R, Brown 运动 以 及 停 时 等 概念 。 

考虑 非 寿 险 保单 , 如 汽车 综合 险 , 软件 供应 商 的 职业 补偿 保险 等 , 假设 投保 按 
年 度 进行 。 一 个 很 自然 的 问题 就 是 : 在 理论 上 , 如 何 计算 年 度 保费 ? 以 已 , 表示 第 
п 年 的 保费 。 

上 述 问题 的 出 发 点 就 是 每 年 内 发 生 的 索赔 。 因 为 索赔 总 额 是 不 确定 的 , 所 以 可 
视 为 随机 变量 , 以 5, 表示 第 п 年 内 的 总 索赔 额 。 此 外 还 有 一 些 其 他 考虑 , 例如 , 对 
于 较 大 的 风险 , 还 点 考虑 用 来 支持 风险 的 资本 金 , 以 U 表示 首 期 资本 金 。 在 实践 中 ， 
还 应 考虑 到 很 多 其 他 因素 , 如 竞争 者 的 费用 支出 及 保险 费 率 。 为 了 方便 起 见 , 这 里 
忽略 其 他 因素 。 

假设 随机 变量 (6,2, 是 相互 独立 的 , 但 不 必 同 分 布 。 为 了 能 够 计算 Р„, 需 
要 计算 或 者 至 少 能 够 估计 Sn 的 分 布 。 如 果 知 道 第 ”年 内 的 索赔 次 数 与 单个 索赔 
额 的 分 布 , 可 以 应 用 著名 的 Panjer 递 推 公式 来 计算 S, 的 分 布 。 在 某 些 条 件 下 , 如 
Sn 是 大 量 独立 索赔 之 和 时 , 可 以 假设 S, 近似 服从 正 态 分布 。 在 以 下 讨论 中 , 有 时 
假设 

Sn ~ N (un, 02) (1) 

其 中 ил, on 是 参数 。 


2. 标准 差 原 理 


按照 标准 差 原 理 , 确定 保费 时 , 应 使 得 总 索赔 额 超过 保费 收入 的 概率 足够 小 , 如 
1 一 p。 用 公式 来 描述 , 就 是 
P(S, < Pa} =p (2) 


如 果 S, 服从 (1) 式 给 出 的 正 态 分 布 , 那么 容易 得 到 
Pa = m + Ypon (3) 


其 中 3p 满足 Ф(л„) = p. DO) 是 标准 正 态 分 布 的 分 布 函数 。 

公式 (3) 表 明 , 在 第 п 年 的 Р, 应 该 等 于 总 索赔 额 的 平均 值 加 上 总 索赔 额 标准 
差 的 一 定 比例 。 注意 到 , 比例 因子 y, 不 依赖 于 n。 在 精算 学 中 , 称 公式 (3) 为 计算 保 
费 的 标准 差 原理 , y, 称 为 附加 因子 。 
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з. 效用 函数 与 方差 原理 

为 了 介绍 方差 原理 , 首先 引入 效用 函数 的 概念 。 假 设 金钱 的 效用 由 效用 函数 
ul) 来 表示 。 直观 上 , w(z) 描述 了 z 数 量 的 金钱 的 价值 。 为 便于 数学 处 理 , # ЖК u W 
足以 下 两 个 条 件 

az (z) > 0, Tule) <0 

第 一 个 条 件 表 明 ; 金钱 越 多 , 价值 就 越 大 ; 第 二 个 条 件 表 明 : 对 相同 的 金钱 额度 , 价 
值 是 递减 的 。 

由 效用 函数 可 以 通过 下 式 计 算 Р„ 

u(W) = E[u(W + Pa — S,,)] (4) 


其 中 , W 是 第 n 年 的 初始 财富 。(4) 式 的 思路 就 是 : 从 保险 人 的 角度 , 如 果 不 承保 风 
险 , 那么 财富 的 效用 值 为 u(W); 如 果 承 保 风险 , 那么 财富 在 年 末 的 期 望 效用 值 为 
Elu(W + P, — 5), 保费 已 ,的 确定 应 使 得 是 否 承保 风险 是 没有 区 别 的 。 从 这 个 意 
义 下 , 保费 P. 是 公平 的 。 

现在 假设 u(.) 是 指数 效用 函数 , 参数 为 a (a > 0), 


u(z) = 1 — e= (5) 
由 (4) 和 (5) 式 , 可 以 得 到 如 下 形式 的 Pa, 
及 =a log(Ms, (а)) | (6) 


其 中 Mz(:) 表示 随机 变量 Z 的 矩 生成 函数 , Mz(a) = Ele*?]。 注意 到 , 在 此 特殊 情 
形 下 , 已 , 不 依赖 于 W. 
最 后 , 进一步 假设 5, 服从 正 态 分 布 , 那么 


1 
Ms, (a) = exp{ una + 3 on 


从 而 由 (6) 式 得 到 
Pan = n+ Sao? (7) 
此 时 , Pa 是 依据 方差 原理 来 计算 的 。 
4. 多 周期 分 析 一 一 离散 时 间 
公式 (3) 和 (7) 给 出 了 在 理论 上 计算 P, 的 两 种 方法 , 这 两 种 方法 的 共同 特点 在 


(i) Р, 都 是 Sn 的 期 望 值 与 某 正 附加 项 之 和 。 
(ü) 为 得 到 Р, 的 计算 公式 , 第 n 年 与 其 他 年 度 分 开 考虑 。 
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另 一 方面 , 两 者 之 间 的 主要 区 别 在 于 : (3) 式 中 的 附加 因子 y, 有 直观 意义 , 而 (6) 式 
或 (7) 式 中 的 参数 a 的 直观 解释 并 不 明显 。 出 于 这 一 考虑 , 需要 综合 考虑 未 来 每 年 
Жж. 

以 Un 表示 第 n FRAR, ЕХ Uo = U, 那么 


Un =U + УР, – Sk) п = 1,2,3,... 
k=1 


引入 以 下 概率 
Y(U) = P[Un < 0, 至少 存在 某 n = 1,2,3,...] 
V(U) 表示 初始 资金 在 未 来 能 够 支持 风险 的 概率 , 如 用 带 有 感情 色彩 的 话 ,w(U) 表 
示 重 余 过 程 在 未 来 某 离散 时 刻 破 产 的 概率 。 
假设 Pa 由 (6) 式 确定 。 Ж ӨЧҮҮ, е 其 中 Yn E exp{—aUn}, п = 0,1, 2, 5..0 
ВА (ула ЖГ. (Sn) "ЕНИ ИО. ЖЕЗ 6010, 注意 到 
Un+1 = Un + Р — Sni 
从 而 
Е[Үл+1|51,++- , Sn] = Elexp{—a(Un + Pnt1 — Sn+1)}|S1,::: Sh) 
= Elexp{—a(Pn+1 =, Sn+1)}|S1, лае s Sn] exp{—aUn} 
因为 {Sn} 是 一 列 独立 随机 变量 , 所 以 
Е[ехр{–а(Р,+1 — Sn+1)}HS1, ,Sn] = Е[ехр{—@(Р„+ — Sn+1)}] 
= exp{ -a Pn+1ı }Е[ехр{--а5,+1} = 1 
上 式 的 最 后 一 步 由 (6) 式 得 到 。 因 此 ， 
Е[Үл+1|$1,+--+ ,Sn] = exp{—aUn} = Yn 


现在 应 用 上 述 结论 来 确定 V(U) 的 上 界 。 为 此 , 引入 正 数 b> U, 定义 如 下 停 时 
T 
T = min{n : Un < 0 或 者 Un > b) 
由 可 选 停 时 定理 可 得 
Elexp{—aUr} = exp{ -aU } 
以 рь лж {Un} 在 没有 到 达 或 超过 b 之 前 就 已 经 破产 的 概率 , 按 全 
概率 公式 , 得 到 
Е[ехр{—а@Шт}| 
= E|exp[—eUr)|Ur < 0]рь + Efexp{-aUr}|Ur > b)(1 — рь) (8) 
= cxp{ 一 aV] 
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4 b — оо 时 , рь 一 (2), 而 (8) 式 中 第 二 项 的 期 望 趋 于 0, 因此 
exp{ -aU } = w(U)Elexp{—-aUr}Ur < 0] 


从 而 


_ exp{—aU} 
= e-a ей < (80) (9) 


(9) 式 给 定 了 破产 概率 的 一 个 简单 上 界 。 另 外 , 它 对 如 何 确定 (6) 中 的 参数 a 有 
参考 价值 。 例如, KEHRA 10, 如 果 要 求 破产 概率 不 超过 1%, 那么 a 满足 
ехр{ —10е} = 0.01 即 可 , 从 而 a = 0.461. 

最 后 考虑 一 种 特殊 情形 。 设 (5, ро, 是 独立 同 分 布 的 随机 变量 , 而 且 服 从 参数 
为 和 的 复合 Poisson 分 布 。 此 时 , Pa 不 依赖 于 n, BD Pa = Р, 而 且 


(О 


Р = а! log Efexp{aSn}] = а! 1од[ехр А(Мх (о) – 1) 
其 中 Mx(:) 是 单个 索赔 额 分 布 的 矩 生成 函数 ,上 式 就 是 
à + Pa = АМх(а) (10) 


在 上 述 特 殊 情 形 下 ,(10) 式 就 是 破产 理论 中 调整 系数 所 满足 的 方程 , 而 a 就 是 调整 
系数 。 
5. 多 周期 分 析 一 一 连续 时 间 


(9) 式 表明 , 如 果 根 据 (6) 式 确定 年 度 保费 , 那么 离散 时 间 硬 余 过 程 的 最 终 破产 概 
率 的 上 界 为 exp{ -aU}。 此 外 , 如 果 每 年 内 总 索赔 额 服从 正 态 分 布 , 那么 由 (6) 式 可 
得 保险 附加 与 总 索赔 额 变量 的 方差 成 比例 。 

为 进一步 理解 (9) 式 , 可 考虑 连续 时 间 模 型 。 在 连续 时 间 模 型 下 , 假设 在 时 间 区 
їн) [0,4] 内 的 总 索赔 额 为 随机 变量 ut + o B(t), 其 中 {B(t)}:so 是 标准 Brown 运动 。 
由 此 即 得 每 年 内 的 总 索赔 额 服 从 正 态 分 布 (и, с2), 而 且 不 同年 度 内 的 索赔 额 变量 
相互 独立 。Brown 运动 具有 平稳 独立 增 量 性 质 , 对 于 任意 的 0<s < t, 


B(t) ~ B(s) ~ N((t — s)u, (t — s)o2) (11) 
男 一 -方面 , 假设 保费 支付 率 为 P. 它 由 下 式 给 出 
Р= р оо? (12) 
以 U(t) 表示 上 时 的 盘 余 , 那么 


U(t) = U + Pt — (ut + o B(t)) (13) 
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引入 符号 
we(U) = PIU(t) < 0, 至 少 存在 某 t > 0] 


w.(U) 是 连续 时 间 舌 余 过 程 的 最 终 破 产 概率 。 应 用 前 面 的 鞭 方 法 可 求 出 V(U). Ñ 
Ж, 注意 到 下 式 成 立 
Elexp[—a[(P ~ и) ~ о = 1 (14) 


(14) 式 可 由 (11) 式 和 (12) 式 , UKERS BE Л: АРА 8048 3]. 
EX Y(t) = exp{ -aU (t)}, 那么 过 程 {Y(t)}tzo 关于 由 {B(t)}ezo 生成 的 滤波 
ЖУЙ. 证 明 如 下 : 对 于 t> s, 
E[Y (t)|B(u),0 < u < s] 
= E|exp(—eU(t))|B(u),0 < u < s] 
= Elexp(—a(U(t) — U(s))) exp[—eU(s))|B(u).0 < u < sJ] 
= E|exp[—a(U(t) — 0(8))В(и),0 < u < sjexp{ -aU(s)} 
= Elexp{—a(U{(t) — U (s))} exp[—eU(s)) 
注意 到 
U(t) – U(s) = (Р-и) x (t — s) — о(В(ё) ~ В(в)) 
由 平稳 增 基 性 , B(t)] — B(s) 与 B(t—s) 同 分 布 , 从 而 U(t)-U(s) 与 U(t—s)— U 
同 分 布 , 而 且 
Elexp{ ~a(U(t) – U(s))}] 
= Elexp{~a(U(t — s) ~ U))) 
=Elexp{—-a(P—p)(t—s)—o(B(t- в) =1 
上 面 的 最 后 一 式 由 (14) 式 得 到 。 总之, 以 上 证 明了 
E[Y (t)|B(u),0 < u < s] = exp{—aU (s)} = Ү (в) 


Ш {Y (t) hzo 关于 {Blt) о ERER E 
为 应 用 可 选 停 时 定理 , 定义 如 下 停 时 ; 对 8 > U, 


Те = inf{t : U(t) < 0 或 者 UT(t) > b) 
由 可 选 停 时 定理 , 可 得 


Elexp{—aU (7,)}H = exp(—aU) 
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以 рь Ж ЛК ЯО РЕ АН b 之 前 就 破产 的 概率 , 那么 
E|exp[—aU(T;))| 
=Elexp{—aU(Te)}HU(T:) < 0]рь 
+ Е[ехр{—еШ(Ть)}|Ш (Te) > b](1 — рь) 
由 于 盘 余 过 程 的 样本 路 径 是 连续 的 , 因此 
Elexp{—aU(T)}HU(T.) 2 b| = exp[—ob) 
Elexp{—aU(T)HU(T) < 0] = 1 
最 后 得 到 
рь + ехр{—а&}(1— рь) = exp{ ~aU } 
ШЖ b — оо, 那么 рь — w (U), 由 上 式 , 可 得 
we(U) = exp{—aU} (15) 


(15) 式 就 是 连续 时 间 盘 余 过 程 的 Lundberg 不 等 式 , 实际 上 , 在 以 上 连续 模型 中 , 它 
是 等 式 。 
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§1 二 又 树 


最 简单 的 模型 包含 股票 和 债券 , 股票 价格 的 随机 性 和 货币 的 时 间 价值 , 在 实际 
的 金融 市 场 中 是 最 基本 的 。 


1. 股票 


考虑 一 个 时 间 周 期 , 它 从 t = 0 时 开始 , 到 = 6t 时 结束 。 为 描述 股票 价格 的 
不 可 预期 性 和 随机 性 , 假设 在 这 段 时 间 内 只 有 两 种 情况 可 能 发 生 : 股票 价格 上 升 或 
下 降 , 用 二 又 树 表示 , 见 图 1。 设 股票 价格 上 升 的 概率 为 p, 下 降 的 概率 为 1 - p。 在 
开始 时 (节点 1) 股 票 的 价格 为 s1, 以 此 价格 可 以 买 入 或 卖 出 任意 数量 的 股票 。 在 这 
段 时 间 内 持 有 股票 , 直到 = ót, 期 间 股票 的 价格 没有 任何 变化 , 也 没有 任何 费用 支 
出 , 期 末 股 票 将 有 一 个 新 的 价格 。 如 果 向 下 移动 到 节点 2, 价格 将 变 为 s2; 如 果 向 
上 移动 到 节点 3 点 , 价格 将 变 为 эз. 





时 刻 0 时 刻 | 时 刻 0 ШЕЛ 


#1 ХМ 





§1 二 叉 树 159. 


2. 债券 


现在 考虑 用 债券 价格 描述 货币 的 时 间 价值 。 从 上 = 0 到 t= 62 内, 设 连续 复 利 
率 为 т, 使 得 在 时 刻 0 时 的 1 元 到 时 刻 At 时 增加 到 ехр(гёї) 元 , 而 且 以 这 个 利率 可 
以 借入 或 优 出 任意 数量 的 货币 。 引 入 债券 В, 它 在 时 刻 0 时 的 价格 为 Во, 而 在 ôt 
后 它 的 价格 将 变 为 Boexp(rót). 

以 上 两 种 金融 工具 就 构成 了 一 个 金融 市 场 。 尽 管 它 非 常 简单 , 但 是 对 于 投资 者 
来 说 , 仍 存在 某 些 不 确定 性 。 在 金融 工具 市 场 中 , 金融 工具 的 价值 依赖 于 5t 时 的 股 
票 价 格 。 根据 股票 的 未 来 价值 , 金融 工具 的 收益 用 函数 f 表示 , 对 应 于 节点 2 和 节 
点 3 的 奖励 额 或 惩罚 额 分 别 为 f(2) 和 f(3)。 例 如 , 对 履约 价格 为 的 远 期 合约 ， 
f(2) = s2 — k, f(3) = яз — ko 


3. 无 风险 组 合 


现在 的 问题 是 : 什么 类 型 的 函数 能 够 通过 一 个 合适 的 策略 构造 出 来 ?考虑 由 
股票 和 债券 构成 的 投资 组 合 (0y), 它 包 含 上 数量 的 股票 ОЙМА фз.) у Ж 
的 债券 (价值 为 多 Bo)。 如 果 在 时 刻 0 时 买 入 这 个 投资 组 合 , 那么 成 本 是 фа +В. 

经 过 бе 段 时 间 后 , 投资 组 合 的 价值 将 有 两 个 可 能 值 : 

(i) 如 果 股 票 价格 上 升 , 那么 投资 组 合 的 价值 为 


gs3 + ф Bo exp(rót) 
(ii) 如 果 股票 价格 下 降 , 那么 投资 组 合 的 价值 为 
gs2 + WP Bo exp(rót) 
为 复制 出 f(3) 和 f(2), 可 调整 ó 和 у. 因此 要 求 组 合 策略 满足 下 面 两 个 方程 
фзз + b Bo exp(rót) = f(3) 
ós2 + ó Bo exp(rót) = f(2) 


既然 S 是 股票 , s2 Z ss。 对 上 述 方程 组 求解, 得 到 
g- 1@)—/@) 


83 — 82 


Y = Ву! exp(—rót) (ла) 2 Ue /os 


确定 了 yw Жу Ji, 买 入 投资 组 合 (9,w), 并 且 持 有 它 , 那么 上 述 两 个 方程 表明 : 
如 盯 股 票 价格 上 升 , 那么 投资 组 合 的 价值 将 变 为 f{3); 如 果 股 票 价格 下 降 , ЖАШ 
资 组 合 的 价值 将 变 为 /(2)。 
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eed 对 任意 衍生 工具 f, 通过 选择 适当 的 债券 和 股票 的 投资 
A, 可 以 预先 构造 出 来 。 记 V 为 买 入 投资 组 合 (y) 的 价格 , 那么 


V = фз + ó Bo 
- „(20270 (3) — f(2) 


Sy = Bà ) + exp(—rót) (/@) - a r&s 


一 32 

假设 市 场 上 衍生 债券 的 交易 价格 为 P, 而 且 P < Y。 如 果 投 资 者 卖 出 投资 组 合 
(ó, 0), 得 到 У, 同时 以 价格 已 买 入 衍生 产品 , 那么 到 时 刻 5t 时 , 衍生 产品 的 价值 将 
正好 抵消 投资 组 合 的 价值 。 这 种 同时 卖 出 投资 组 合 、 买 入 衍生 产品 的 收益 为 V - Р, 
它 是 无 风险 套利 。 因 此 在 市 场 上 P 理 的 价格 , 市 场 会 迅速 地 反应 , 消 
除 套利 机 会 。 

同样 地 , 假设 P > V. 如 果 投资 者 以 价格 已 卖 出 衍生 产品 , 同时 买 入 投资 组 合 
(Ф, 0), 成 本 为 V, 那么 到 时 刻 5t 时 , 衍生 产品 的 价值 将 正好 抵消 投资 组 合 的 价值 。 
这 种 同时 卖 出 衍生 产品 、 买 入 投资 组 合 的 收益 为 已 ~ V, 它 是 无 风险 套利 。 

总 之 ,只 有 V 才 是 在 时 刻 0 时 的 唯一 合理 的 价格 。 


4. 衍生 工具 价格 的 期 望 形式 


FÈ V 的 表达 式 可 以 进一步 写成 如 下 形式 : 
V = exp(—rót)(qf(3) + (1 — q)f(2)) 
其 中 
_ вуехр(тбї) — s2 
83 — 82 

通常 假设 ss > зо. ШЖ q < 0, 那么 sl exp(r6t) < s2 < ss, 其 中 s; exp(rôt) 是 
在 期 初 价值 为 s 的 债券 В 在 期 末 的 价值 。 因 此 , 如 果 在 期 初出 售 债券 , 同时 以 获 
得 的 资金 买 入 股票 , 那么 将 获得 无 风险 套利 . 因此 , 在 任何 市 场 上 , 对 二 叉 树 的 股票 
过 程 S, 应 有 > 0。 

同样 地 , ШЖ q > 1, 那么 sz < ss < si exp(rót). 此 时 在 期 初 卖 出 股票 , 同时 买 
入 债券 将 获得 无 风险 套利 。 

总 之 , 一 个 合理 的 市 场 结构 将 使 得 0 < q < 1。 此 时 q 可 视 为 概率 值 , 对 应 的 概 
率 测度 记 为 Q. 


52 二叉树 模型 


上 一 节 讨 论 了 非常 简化 的 二 又 树 。 如 果 能 够 进一步 扩展 二 又 树 , 可 以 得 到 一 个 
更 优 的 模型 。 本 节 将 建立 树 模型 。 
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这 里 的 金融 市 场 仍 包括 两 种 金融 工具 一 一 债券 B 和 股票 5。 金 融 工具 的 交 
易 数 量 没有 限制 , 而 且 没 有 交易 成 本 、 信 用 风险 以 及 买 入 卖 出 差价 。 现在 考虑 包含 
多 个 长 度 为 5t 的 多 周期 模型 。 


1. 股票 


股票 S 的 价格 变化 是 随机 的 , 但 是 这 种 随机 性 有 一 定 的 结构 。 在 简化 的 二 叉 树 
模型 中 , 股票 在 期 末 时 有 两 个 可 能 值 , 继续 保持 这 种 结构 , 把 各 个 分 支 连接 起 来 构 
成 一 个 树 。 多 分 支 的 树 起 始 于 一 个 简单 的 二 叉 树 , 它 出 现在 最 初 的 第 一 个 周期 , 即 
从 t=0 到 t= 4t。 如 果 在 时 刻 0 时 S 的 价值 是 So = s1, 那么 一 个 周期 后 的 价值 
S, 有 两 个 可 能 值 : s, 和 ss. 

股票 在 时 刻 t = ót 的 价值 确定 后 , 把 二 叉 树 结构 扩展 开 来 , 在 第 二 个 周期 后 ， 
股票 价值 又 将 有 两 个 可 能 值 。 因 此 , 在 第 二 个 周期 末 , 股票 价值 有 四 个 可 能 值 。 如 
从 82 开始 ， S2 的 可 能 值 为 84 或 855; 如 从 83 出 发 ， S; 的 可 能 值 为 56 或 87° 

如 图 2 所 示 , 在 时 刻 ¿ 股票 有 2 个 可 能 值 。 从 节点 7 出 发 , 分 支 节 点 可 能 会 
下 降 到 节点 27 或 上 升 到 节点 2j +1. 





图 2 树 结构 


上 述 树 结构 有 很 大 的 灵活 性 。 在 实际 问题 中 , 股票 价格 的 可 能 值 很 多 。 对 于 某 
种 股票 , 如 果 认 为 在 一 个 合适 水 平 上 描述 股票 价格 的 复杂 性 , 如 假设 股票 价格 在 时 
刻 上 有 1000 个 可 能 值 , 那么 仅 需 取 ór 足够 小 , 在 时 刻 t 之 前 得 到 包含 10 层 或 更 
多 层 的 树 。 另 外 , 上 述 树 结构 有 更 广 的 概率 结构 。 每 一 次 向 上 或 向 下 的 选择 都 与 相 
关 的 概率 相 联系 。 对 每 个 二 分 支 结构 , 只 需 给 出 向 上 的 概率 p, 即 可 。 给 定 初始 值 
为 sj, p; 就 是 股票 价格 到 达 szj41 的 概率 , 1— р, 就 是 股票 价格 到 达 s 的 概率 。 


2. 债券 
在 简单 的 二 叉 树 模型 中 , 能 够 完全 预知 债券 的 行为 , 设 利率 为 т, 债券 的 价格 增 
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长 因子 为 exp(rbt)j。 实 际 上 , 在 整个 树 模型 中 , 利率 不 必 是 常数 , 一 般 地 可 考虑 利率 
序列 ，Ro, R1,…, 每 个 R, 在 对 应 的 周期 初始 是 已 知 的 。 债 券 在 时 刻 nát 的 价值 就 
n=l 

是 Воехр D rat) š 

因此 ， 对 一 般 的 债券 它 的 价值 也 有 一 定 的 随机 性 , 但 是 与 股票 价格 相 比 , 这 种 
随机 性 是 另 一 种 不 同类 型 的 随机 性 。 债券 B 和 货币 的 时 间 价 值 有 相同 的 结构 。 债 
券 的 利息 在 一 段 时 间 内 会 发 生变 化 , 但 是 对 一 个 周期 而 言 , 债券 的 利息 在 期 初 是 已 
知 的 , 这 是 因为 利率 在 期 初 就 已 经 确定 。 


为 了 简单 , 在 树 模型 中 假设 利率 为 常数 7, 此 时 , 在 时 刻 nát 时 债券 的 价格 就 是 
Bo exp(rót), 


з. 向 后 推导 方法 


把 上 一 节 的 结果 扩展 到 整个 二 叉 树 模型 中 是 很 简单 的 。 关 键 的 思路 就 是 向 后 
推导 方法 — 把 投资 组 合 向 后 推导 , 直到 初始 时 刻 。 

例如 , 考虑 关于 股票 S 的 一 般 请 求 权 。 在 简单 的 二 叉 树 模型 中 , 请 求 权 可 表示 
为 一 个 函数 f, 它 的 取 值 仅 依赖 于 一 个 周期 后 的 节点 。 这 里 扩展 请 求 权 的 概念 , 使 
得 它 不 仅 包括 执行 请 求 权时 S 的 价值 , 而 且 包 括 s 的 历史 。 

股票 的 树 结构 体现 了 节点 与 股票 价格 到 该 节点 的 历史 路 径 的 一 一 对 应 关系 , 它 
把 请 求 权 价 值 与 树 的 特定 节点 联系 起 来 。 


4. 二 周期 的 树 结构 
3 给 出 了 两 阶段 包含 三 个 二 分 支 结构 的 树 模型 , 这 是 最 简单 的 树 模型 。 





时 刻 ! 时 刻 2 з 


图 3 ”两 个 周期 的 . . 叉 树 


假设 在 每 个 周期 内 , 利率 都 是 常数 r, 那么 存在 q, 使 得 衍生 工具 在 节点 j 的 
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价值 SO 可 表示 为 
fü) = e "(q f(2j + 1) + (1 — 4;)/(20)) 


在 图 3 中 ， 
f(8) = e” (q3 f(T) + (1 — ga)f(6)) 


f(2) = е" (q2 f(5) + (1 — Ф) f (4)) 
其 中 = (sj exp(rót) — s2;)/(s2;+1 一 82), 具体 地 ， 


_ s2exp(rõt)—s4 _ saexp(rôt) — se 
Е s5—84 ° PT 8т 一 86 
因此 , 对 第 一 个 二 分 支 结 构 来 说 , 如 果 股 票 价格 上 升 , 那么 在 时 刻 1 时 的 请 求 
权 价值 为 f(3); 如 果 股 票 价格 下 降 , 那么 在 时 刻 1 时 的 请 求 权 价值 为 F(2)。 从 而 在 
时 刻 0 的 价值 为 
fü) = е" (a /(3) + (1 — @)/(2)) 
综合 以 上 各 个 式 子 , 可 以 得 到 在 时 刻 0 时 请 求 权 的 价值 如 下 


f(D) = 67?" (qiga f (7) + (1 — qa) f(6) + qə(1 — gq1)f(5) + (1— Ф) (1 — q2) £ (4)) 


5. 路 径 概 率 


树 上 的 一 条 特定 路 径 的 概率 是 该 路 径 所 经 过 的 各 个 分 支 概率 的 乘积 。 例 如 在 
图 3 中 , 上 升 两 次 的 概率 是 quqa, 先 上 升 后 下 降 的 概率 为 goi(1 дз), 这 些 路 径 概率 
对 应 的 概率 测度 记 为 Q. 

在 两 个 周期 的 树 结构 中 ,请求 权 的 价格 可 表示 为 请 求 权 变量 关于 概率 测度 Q 
的 期 望 值 与 贴现 因子 e-24: 的 乘积 。 

上 述 向 后 推导 方法 与 结论 可 应 用 于 一 般 的 包含 n 个 周期 的 树 结构 , 并 得 到 类 
似 的 结论 。 下 面 给 出 一 个 例子 。 


例 1 图 4 称 为 重组 树 模型 , 这 是 因为 不 同 的 分 支 可 以 在 同一 节点 上 会 合 。 对 
这 样 的 树 , 计算 比较 简单 。 树 上 各 节点 的 数字 是 股票 价格 s, 在 每 个 周期 内 股票 价 
格 上 升 的 概率 为 3/4, 下 降 的 概率 为 1/4。 为 了 简单 , 假设 利率 + = 0。 


在 时 刻 3 ВУ, 以 100 元 买 入 股票 , 求 该 看 涨 期 权 的 价格 。 容易 得 到 在 时 刻 3 时 ， 
请 求 权 的 数值 从 上 到 下 依次 为 60, 20, 0, 0。 

现在 计算 概率 gq。 此 时 利率 т = 0, 风险 中 性 概率 9 为 
Snow 一 Sdown 


а= 
Sup 一 Sdown 
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时 刻 0 时 刻 1 时 刻 2 时 刻 3 
图 4 重组 树 模型 


容易 验证 在 每 一 个 节点 上 , g = 1/2. 
请 求 权 的 价值 f 为 


fnow w gfip 十 (1 = q)faown 


把 上 述 公式 应 用 到 在 时 刻 3 时 相 邻 的 两 个 节点 上 , 就 可 以 得 出 在 时 刻 2 时 的 
期 权 价值 , 如 图 5 所 示 。 


Re 1 
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时 刻 0 时 刻 ! 时 刻 2 时 刻 3 miado Ж 时 刻 2 时 刻 3 


图 5 在 时 刻 2 时 的 期 权 价 值 


重复 以 上 程序 , 最 后 得 到 完整 的 树 , 如 图 6 所 示 。 
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时 刻 0 ШЕ 时 刻 2 时 刻 3 


图 6 完整 的 树 


在 时 刻 0 时 期 权 的 价格 是 15。 为 考察 套 期 保值 , 在 任何 节点 应 用 公式 
ó = fup = fdown 


Sup 一 Sdown 

和 表示 持 有 的 股票 单位 数 。 

(1) 时 刻 0: 期 权 价 格 是 15。 计 算 o = (25 – 5)/(120 — 80) = 0.5。 买 入 0.5 单位 
的 股票 , 成 本 为 50 元 , 因此 需要 借入 资金 35 元 。 

(2) 时 刻 1: 假设 股票 价格 上 涨 到 120 元 。 此 时 由 = (40—10)/(140—100) = 0.75, 
因此 以 新 的 价格 再 买 入 0.25 单位 的 股票 , 额外 借入 资金 30 元 , 总 额 达到 65 元 。 

(3) 时 刻 2: 假设 股票 价格 上 涨 到 140 元 。 此 时 ф = (60 — 20)/(160 — 120) = 1, 
因此 以 新 的 价格 再 买 入 0.25 单位 的 股票 , 额外 借入 资金 35 元 , 总 额 达到 100. 

(4) 时 刻 3: 假设 股票 价格 下 降 到 120 元 。 现 在 用 1 单位 的 股票 换取 120 元 现 
金 , 其 中 100 元 用 来 偿还 债务 , 剩余 20 元 就 是 期 权 收 益 。 

下 面 的 表 1 显示 了 上 述 过 程 在 一 段 时 期 内 的 变化 。 表 中 所 描述 的 组 合 策略 相 
应 丁 各 自 的 周期 。 例如 , фу 是 从 i=0 到 i= 1 周期 内 持 有 股票 的 单位 数 。 期 权 的 
价值 与 新 旧 两 个 投资 组 合 的 价值 相同 , 例如 , V, = Ф051 + ú, = óxS, 十 Wa。 

应 用 同样 的 分 析 , 如 果 股 票 价格 在 开始 周期 内 下 降 到 80 元 , 那么 

(1) 时 刻 1: ф = (10 — 0)/(100 — 60) = 0.25, 此 时 卖 出 0.25 个 单位 的 股票 , 得 到 
现金 20 元 , 债务 降 到 15 元 。 

(2) 时 刻 2: 假设 股票 价格 上 升 到 100 Jú, 那么 ó = (20 — 0)/(120 — 80) = 0.50. 
此 时 买 入 0.25 个 单位 的 股票 , 成 本 为 25 元 , 从 而 债务 增加 到 40。 
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ж ”期 权 与 投资 组 合 的 进展 





(3) 时 刻 3: 假设 股票 价格 下 降 到 во 元 , 此 时 股票 价值 为 40 Ж, 正好 抵消 债务 ， 
期 权 没 有 价值 ， 
下 面 的 表 2 显示 了 上 述 过 程 在 一 段 时 期 内 的 变化 。 


表 2 ”在 另 一 条 不 同 的 路 径 上 投资 组 合 的 进展 


上 一 次 跳跃 










DE e ВН =: 
р. Ff | «| s | % | 
S + | w | o | o | 
[Ta | ° | o | 


注意 到 以 上 所 有 过 程 (S.V.ó, w) 都 依赖 股票 价格 上 下 变动 的 路 径 。 特 别 地 ,4 
和 р 都 是 随机 的 , 但 是 它们 仅 依赖 于 直到 需要 计算 它们 的 时 刻 之 前 的 路 径 。 

在 概率 Q F, 对 应 于 时 刻 3 的 每 一 节点 的 概率 , 从 上 到 下 分 别 为 : 1/8, 3/8， 
3/8,1/8. 在 这 些 概率 下 , 请 求 权 的 期 望 为 15 元 。 
6. 结论 

树 结 构 保 证 了 在 每 个 节点 上 任何 请 求 权 的 价值 仅 有 一 个 值 , 否则 僚 利 就 会 出 
Ж. 通过 向 后 推导 , 直到 填 满 整个 树 。 现 在 把 本 节 涉 及 的 内 容 与 符号 总 结 如 下 。 

Кя с 一 Sdown 


Sup 一 Sdown 


fhnow = Ес + (1 — 4) Раст) 


ó Ё. Јар == faown 


Sup 一 Sdown 
ф = е = psnow) 
V = fü) = EQ(B7' X) 
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这 里 


q: 向 上 运动 的 中 性 概率 r: 周期 内 的 利率 

J: 请求 权 价值 过 程 3 ; 股票 价格 过 程 

4: 持 有 股票 的 策略 B : 债券 价格 过 程 , Bo = 1 
由 : 持 有 债券 的 策略 Q : 对 应 于 4 的 测度 

V : 在 时 刻 0 的 请 求 权 价值 X : 请 求 权 的 收益 

ôt : 时 间 周 期 长 度 T : 请 求 权 的 期 限 
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本 节 首 先 引入 一 些 正 式 的 定义 。 以 下 涉及 七 个 不 同 的 定义 , 每 个 定义 都 将 由 包 
Ж 7 个 节点 的 二 叉 树 加 以 说 明 , 见 图 7。 


А м, © 
(2) 
o° (во) 
Єў (в) 
Q (о) 
(2) (ө) 
° © 
时 刻 0 时 刻 1 #42 时 刻 0 时 刻 ] 时 刻 2 
图 7 包含 7 个 节点 的 二 叉 树 图 8 AMRI S 


1. 股票 价格 过 程 


在 树 的 每 个 节点 的 股票 价格 的 可 能 值 , 按照 时 间 上 顺序 构成 一 个 过 程 S. El 8 描 
述 了 一 个 可 能 的 过 程 。 随机 变 基 S, 表示 在 时 刻 i 的 股票 价值 。 例如 , 取决 于 节点 2 
或 节点 3, S, 或 者 是 60, 或 者 是 120。 


2. 概率 测度 


定义 丁 树 上 的 概率 测度 记 或 Q, 它们 分 别 对 应 于 概率 {p;} 或 {9;}。 概率 测度 
与 过 程 S 是 可 分 离 的 , р; 表示 过 程 从 节点 j 向 上 移动 的 概率 。 图 9 给 出 了 概率 测 
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Ж P # Q 的 例子 。 





时 刻 0 ШЕП 时 刻 2 时 刻 0 ШЕ 时 刻 2 


Шо 概率 测度 PP 和 


З. 滤波 


滤波 (Fi) 是 股票 价格 直到 时 刻 i EAE. 在 时 刻 0 时 的 滤波 Fo 仅 包 括 
节点 二 В Zo = {1}。 到 时 刻 1 时 , 如 果 第 一 个 周期 内 股票 价格 下 降 ， Z, = {1,2}; 
如 果 第 一 个 周期 内 股票 价格 上 升 , Л, = {1,3}。 对 一 般 的 i, Z, 表示 在 时 刻 i 时 的 
节点 的 滤波 。 下 表 3 给 出 了 与 每 一 节点 相对 应 的 滤波 。 





4. 请 求 权 


请 求 权 X 是 二 叉 树 上 最 后 时 刻 节点 的 函数 。 例如 , 在 时 刻 2 的 股票 价值 S, 是 
一 个 请 求 权 。 同 样 地 , 对 执行 价格 为 70 的 看 涨 期 权 , 它 在 时 刻 2 时 的 价值 以 及 股 
康 沿 不 同 路 径 (对 应 于 特定 节点 ) 所 达到 的 最 高 价格 都 是 请 求 权 。 下 表 4 给 出 了 三 
种 请 求 权 变量 的 数值 。 

请 求 权 和 过 程 的 本 质 区 别 在 于 : 请 求 权 仅 定义 在 最 后 时 刻 时 的 各 个 节点 上 , 过 
程 定义 于 直到 时 刻 T 的 各 个 节点 上 。 


5. 条 件 期 望 


条 件 期 望 扩 展 了 期 望 的 概念 , 它 涉及 两 个 参数 ， 即 测度 Q 与 历史 Fi, 记 为 
ко(Х\л;)„ 测度 Q 表明 了 如 何 决定 路 径 概 率 , 从 而 决定 期 望 。 通常 的 期 望 是 从 时 刻 
0 出 发 治 着 完整 的 路 径 来 计算 的 , 在 实际 问题 中 ,有 时 需 考 虑 从 以 后 的 时 刻 出 发 计 
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表 4 在 时 刻 2 的 请 求 权 数值 


时 刻 2 的 节点 





算 期 望 , 为 此 滤波 的 概念 就 自然 出 现 了 。 对 于 一 个 请 求 权 X, Eg XIF) E X 沿 着 
时 刻 守 后 的 路 径 的 期 望 , 初始 路 径 片段 为 石 。 如 果 把 过 程 在 时 刻 i 到 达 的 节点 视 为 
树 的 新 基点 , 那么 条 件 期 望 就 与 通常 的 期 里 相 一 致 。 条 件 期 望 Eo(X|F;) ИО ГЕ 
波 Z, 的 值 , 因此 条 件 期 望 是 一 个 随机 变量 。 

对 于 时 刻 i REN E Egl XIF) 可 理解 为 在 股票 价格 已 经 到 达 该 节点 的 条 件 
РХ 的 期 望 , 当 X= S,, P 是 由 图 9 给 出 的 测度 时 , ТЖ 5 给 出 了 Ep(S;,]Z;). 


#5 关于 滤波 的 条 件 期 望 


ED гт 
Ep(S2|Fo) {1} (180+80+72+36)/4=92 
ET 
Ep(S2|F1) 
Taroa 
180 
Ep(S2|F2) {1,3,6} 80 
{1,2,5} 72 
{1,2,4} 36 


很 自然 地 , 关于 初始 节点 的 条 件 期 望 就是 Epl S2) 
时 刻 2 是 所 给 定 树 的 最 后 时 刻 , 其 后 不 再 有 新 信息 , 所 
以 Ee(S2| F2) = S2 成立 。 

Eq(X|Z,) 构成 了 一 个 过 程 . 当 X = S; hf, Eq XIF) 
由 图 10 所 示 。 按 照 这 种 方式 , 给 定 一 个 测度 时 , 可 以 把 ©) 
请 求 权 转化 为 过 程 。 


6. 可 预期 过 程 


定义 于 树 上 的 过 程 ó = {ф:}. 如 果 在 时 刻 i 时 , Ж 
Ht o: 的 取 值 仅 由 五-， 即 可 确定 , 那么 称 ф 为 可 预期 ”时刻 0 нп 时 刻 ? 
过 程 。 可 预期 过 程 也 是 二 义 树 过 程 , 在 时 刻 0 以 后 的 每 图 10 “条件 期 望 过 程 
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个 节点 的 价值 都 有 定义 。 但 是 与 基本 的 过 程 S 相 比 , $ 的 取 值 提前 一 个 周期 就 已 
经 确定 。 例 如 , 债券 的 价格 过 程 B; 可 以 是 可 预期 的 。 另 外 , 股票 的 延期 价格 过 程 
ф = Si>1 也 是 可 预期 的 , 见 图 11. 





时 刻 0 时 刻 ! 时 刻 2 
图 11 可 预期 过 程 


一 般 地 , 交易 策略 都 是 可 预期 过 程 , 它 的 含义 就 是 : 虽然 不 能 事先 知道 股票 价 
格 , 但 下 一 周期 的 交易 策略 通常 由 现在 的 信息 来 确定 ， 这 是 把 套利 机 会 (或 内 部 人 交 
易 ) 排 除 在 外 的 模型 的 一 个 本 质 特 征 。 

在 各 种 概念 中 , 以 下 关于 拷 的 定义 可 能 是 最 重要 的 。 在 前 两 节 中 ， 曾 涉及 与 无 
风险 投资 组 合 相关 的 风险 中 性 概率 测度 Q@。 一 个 很 自然 的 问题 就 是 ， 如 何 描述 测 
JE Q? 为 回答 这 个 问题 , 需要 引入 蒜 的 定义 。 

т. $ 
定义 1 对 于 给 定 的 测度 P 和 滤波 (Л), 如 果 过 程 S 满足 以 下 条 件 
Ер(51|7,) = Si, š < j 


那么 称 S 为 一 个 鞭 。 

按照 上 述 定义 , 在 期 望 意义 下 , 过 程 S 关于 PP 没有 向 上 和 向 下 的 偏差 。 如 果 在 
某 节点 过 程 的 价值 为 100, 那么 在 测度 Р F, 过程 的 条 件 期 望 也 是 100。 

例 2 取 常 数值 的 过 程 , 对 于 所 有 的 概率 测度 而 言 , 都 是 平 几 的 鞠 。 


例 3 图 8 中 的 过 程 5 关于 图 9 中 的 测度 Q 是 一 个 凿 。 为 验证 此 结论 , 注意 
到 


Eg[S1|Fo] = EolS1] = (1/3) x 120 + (2/3) x 60 = 80 = So 
如 果 在 第 一 个 周期 内 , 股票 价格 上 升 , 那么 


Eo[S2|F1] = (2/3) x 180 + (1/3) x 80 = 120 = 5, 
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黑 定 义 的 其 他 要 求 可 类 似 验证 。 
а 条 件 期 望 过 程 Ni = Es(S,|Z,) 是 一 个 Р- #0. НЕЙ 1， 只 需 验 证 
Ep[Ni|Fo] = №. 实际 上 


ЕМ] = (1/2) x 130 + (1/2) x 54 = 92 = No 


例 4 是 一 般 结论 的 具体 例子 , 即 对 于 任何 请 求 权 X, 过 程 EXIF) 是 P- {. 
为 证 明 此 一 般 结论 , 需要 以 下 应 用 等 式 


EP[EP(X| 太 万 ] = Ep[X|Z;], í <j 


上 述 等 式 就 是 关于 条 件 期 望 的 塔 式 法 则 。 

根据 塔 式 法 则 , 验证 过 程 S JE P Wk. 一 个 简单 的 方法 就 是 比较 5, 与 终 值 
Sr 的 条 件 期 望 Е„(5$т|л,) 是 否 相 等 HAH Er(SrlFi) = S, 时 , S 才 是 P- #0. 

鞠 是 依赖 于 概率 测度 的 。 同 一 个 过 程 关于 某 个 测度 是 著 , 而 关于 另 -一 个 测度 可 
以 不 是 车 。 例 如 , 图 8 给 出 的 过 程 5 关于 测度 P 不 是 鞭 , 这 只 需 注意 到 图 8 和 图 
10 是 不 同 的 即 知 。 但 S 关于 图 9 中 的 测度 Q E. 测度 Q 称 为 S 的 蒜 测 度 ， 

有 了 前 面 的 准备 后 , 现在 可 以 介绍 二 叉 树 表示 定理 , 该 定理 表述 如 下 。 


8. 二 叉 树 表示 定理 


定理 ”假设 二 又 树 价格 过 程 S 关于 测度 Q ER, N 是 任意 其 他 的 Q@- 8, M 
么 存在 可 预期 过 程 Фф, 使 得 


М; = No + у: PEASk 
к=1 
其 中 AS; = 5,— 5 是 5 从 时 刻 i-1 到 ti 的 变化 量 , ó, 是 在 时 刻 i 时 o 的 值 。 
上 述 定理 表明 , М, 可 从 No 出 发 , 可 预期 地 得 到 。 该 定理 可 直接 证 明 如 下 。 
考虑 一 个 从 时 刻 — 1 到 时 刻 i 的 二 又 树 。 树 的 结构 保证 了 A 在 Z, 之 后 有 
两 种 选择 , 分 别 相 应 于 股票 价格 的 上 升 和 下 降 。 过程 S 和 N 的 增 量 分 别 为 


AS, = Si — Si_1, AN, = № — Ni; 


这 些 增 量 所 包含 的 波动 性 对 应 于 二 叉 树 本 身 的 几何 宽度 , 如 图 12 所 示 。 

由 于 每 个 二 义 树 仅 有 两 条 路 径 , 因此 依赖 于 二 叉 树 的 任何 随机 变 基 都 由 两 个 因 
素 完 全 确定 : 二 又 树 的 宽度 与 仅 依赖 于 Fii 的 常数 偏 移 量 。 如 果 从 一 个 随机 过 程 
出 发 , 构造 男 一 个 随机 过 程 , 一 般 地 将 基于 标 度 (与 宽度 相 适应 ) 和 平移 (与 偏 移 相 适 
应 ) 两 个 方面 。 
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图 12 АЖЫ ЕЛ 


首先 考虑 标 度 。 对 于 S 来 说 ， 向 上 和 向 下 的 价格 之 差 为 6si = Sup — Sdown ° 同 
样 地 , 对 于 N 来 说 , 价格 之 差 为 бт, = nup - ndown。6s; 和 ón, 都 仅 依赖 于 滤波 
Ж, 定义 ф 为 二 叉 树 的 宽度 之 比 


ón; 
* ӧз; 


其 次 考虑 平移 。 增 基 АМ, 与 AS, 之 间 应 有 如 下 关系 
AN; = 内 ASi + k 


其 中 д, 和 平移 常数 下 MH Z, 决定 。 

另 一 方面 , HF S 和 N AE Q- Ék, 因此 Eo[AN,|Z,-,] = Eo[AS,|Z;-,i] = 0. Ë 
度 因子 ó, 是 可 预期 的 , 它 在 时 刻 i 一 1 时 就 已 经 是 已 知 的 , 所 以 Eq |ó; AS,|2,_,] = 0。 
ТЕ AN, 与 AS, 之 间 关 系 式 两 边 取 条 件 期 望 , 可 得 人 = 0。 

总 之 , 当 5 和 NN 都 是 Q 蒜 时 , АМ, = 办 ASi。 再 考虑 所 有 的 节点 后 , 即 得 定 
理 结论 。 


ө. 二 叉 树 表示 定理 在 金融 上 的 应 用 


在 上 述 关 于 二 又 树 过 程 的 定理 中 , 没有 涉及 股票 和 债券 的 投资 组 合 , 也 没有 考 
虑 套利 机 会 及 其 对 市 场 的 影响 。 现在 考虑 如 何 把 二 又 树 表示 定理 应 用 于 定价 问题 。 

在 关于 市 场 的 二 义 树 模型 中 , 股票 价格 S 构成 二 又 树 过 程 。 如 果 存在 测度 Q, 
使 得 S 为 Q- 8, 那么 可 以 应 用 二 叉 树 表示 定理 , 用 股票 价格 表示 另外 的 蒜 N. E 
理 中 的 可 预期 ó 过 程 对 应 于 构造 策略 , 它 的 含义 是 在 每 一 个 节点 买 入 单位 的 股 
= 

如 果 逐 步 进行 下 去 , W N 的 终 值 正好 等 于 某 请 求 权 , 那么 请 求 权 也 就 能 够 被 
复制 出 来 。 为 此 需要 注意 到 以 下 两 点 。 

首先 , 请 求 权 X 只 是 一 个 随机 变 其, CRER. КОК, 市 场 上 既 有 股票 , 也 有 
债券 。 直观 上 , 一 义 树 表示 定理 中 的 ó, 将 是 构造 策略 的 一 个 重要 部 分 , 它 表示 股票 
的 持 有 量 。 但 同时 也 要 考虑 内, 它 表示 债券 的 持 有 量 。 
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现 把 请 求 权 X 变量 转化 成 一 个 鞠 。 对 给 定 的 测度 О, 通过 取 条 件 期 望 , 可 以 构 

造 过 程 
E; = Eo[X17;] 

因此 , 如 果 存 在 О, 使 得 5 是 Q- Sk, 那么 选择 这 样 的 Q 后 , E 也 是 一 个 Q- 8. 

债券 Bi 表示 货币 价值 的 增长 。 在 时 刻 0 时 的 1 元 等 价 于 在 时 刻 i 时 的 В, 
76 B, 是 可 预期 的 过 程 。 不 失 一 般 性 , 假设 Bo = 1. 

(i) 过 程 ВГ! 是 男 一 个 可 预期 的 过 程 , 称 为 贴现 过 程 。 

(1) 定义 2, = Вг'5,, 称 为 贴现 股票 价格 过 程 。 

(ii) BEX 也 是 一 个 请 求 权 , 称 为 贴现 请 求 权 。 


10. 构造 策略 


假设 存在 测度 Q, 使 得 Z 是 Q@- Wk. W x 为 请 求 权 , 那么 Е, = Bo[BFIX| 万 ] 
也 是 Q- Ж. H ХИ Жл, 存在 一 个 可 预期 过 程 0, 使 得 


i 
E; = Eo + 内 AZ 
k=1 

现在 考虑 以 下 构造 策略 : 在 时 刻 i, 买 入 投资 组 合 M, 它 的 组 成 如 下 : 

(i) Феът 单位 的 股票 。 

(H) vipi = (Ei 一 фе B; 1S;) 单位 的 债券 。 

在 时 刻 0, По 的 价值 为 内 So + 加 Bo, 代入 ó, 和 фу 的 表达 式 , 即 得 办 So + 
W Bo = Eo, Н Е 的 定义 , 即 得 Eo = ЕВ! Х|, 因此 初始 投资 组 合 的 成 本 为 
Ea[B7FX]。 因 为 由 和 省 都 是 可 预期 的 , 所 以 容易 确定 ó, 和 w 的 值 。 

经 过 一 个 周期 后 , 投资 组 合 的 价值 发 生 了 变化 , По 的 值 变 为 


Ф151 + 01 В, = Bı (Eo + ф(Вү15у — Ву\$о)) 
= Bi (Eo + Ф421) 
= B E; 


上 面 的 最 后 -- 式 用 到 了 二 叉 树 表示 定理 。 在 时 刻 1, По 的 值 变 为 B Ee 

在 时 刻 1, 构造 策略 要 求 买 入 一 个 新 的 投资 组 合 h, 但 它 的 成 本 正 是 BE. 
因此 可 以 从 投资 组 合 По 得 到 П. 依次 类 推 , 在 时 刻 投资 组 合 п, 的 买 入 成 本 为 
BiEi, 它 在 时 刻 1+1 的 价值 变 为 ВЕ. 最 后 , 到 时 刻 T 时 , 最 后 一 个 投资 组 
合 Mr- 的 价值 变 为 Br BA!X = X, 这 正 是 请 求 权 x. 

上 面 的 构造 策略 称 为 “ 自 融资 的 ”, 它 的 含义 稍 后 解释 。 
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11. 无 套利 性 

由 前 面 的 构造 策略 , 可 知 请 求 权 X 在 时 刻 0 的 价格 就 是 Eo = Eo[B71X], Ш 
价格 可 表示 为 贴现 请 求 权 关于 测度 Q 的 期 望 , 其 中 测度 Q 是 贴现 股票 过 程 Z 的 
HRE. E, 是 无 套利 价格 , 这 是 因为 对 任何 其 他 价格 , 通过 构造 (4i, д) 策略 , 可 复 
制 请 求 权 , 进而 会 导致 套利 机 会 。 


12. 自 融 资 策略 的 存在 性 

在 二 义 树 模型 中 , 对 任意 请 求 权 , 总 可 以 构造 复制 该 请 求 权 的 自 融 资 策略 (i, wi;)。 
为 解释 自 融资 的 含义 , 以 Vi 表示 交易 策略 在 时 刻 i 时 投资 组 合 T; 的 开始 价值 , 即 
Vi = hiyi Si + Wa ШЖ Mii 在 时 刻 i 的 终止 价值 8;5; + w B, 与 V, 相等 , Ж 
么 交易 策略 就 是 自 融 资 的 。 换言之 , 如 果 以 D, 表示 构造 投资 组 合 m 时 需要 补充 
的 资金 , 那么 Di = 0, 这 里 


D, = V, — ф:5; — В; 
另 PRR НЕН Лу yu ii st ЖЕН riti phe nak Os. 
AV, = V, — Vi-1 = фА5; + VAB; + Di 


TENZ i ВУ, D, = 0 等 价 于 策略 价值 从 时 刻 i 一 1 Ei 的 变化 仅 来 自 于 股票 和 债券 
价值 的 变化 。 
下 面 给 出 自 融 资 策略 的 严格 定义 。 


定义 2 给 定 关 于 市 场 的 二 叉 树 模型 , 它 包括 股票 S 和 债券 В, 如 果 (@i, W) 
满足 以 下 三 个 条 件 , 那么 就 称 (di wi) 是 构造 请 求 权 X 的 自 融 资 策略 。 

(i) ó A y 都 是 可 预期 过 程 。 

(ü) 投资 组 合 的 价值 变化 满足 方程 AV, = ó AS, + ХАВ, Ж AS, = 5; – 
5-1, АВ; = В; — —\ 

(1) Фт$т+фтВт = X. 


13. 在 蒜 测 度 下 求 贴现 请 求 权 的 期 望 


在 二 义 树 模型 中 , 任何 衍生 产品 的 价格 是 贴现 请 求 权 关于 测度 Q 的 期 望 , 其 中 
测度 Q 是 贴现 股票 价格 过 程 的 蒜 测 度 。 一 般 地 , 期 限 为 T 的 请 求 权 X 在 时 刻 i 的 
价值 为 


В.Е; = B,Eq[|Br! X |7;] 
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14. 测度 @ 的 存在 性 和 唯一 性 


最 后 指出 , 在 离散 模型 下 , 对 于 任何 理性 的 股票 过 程 S, 存在 唯一 的 测度 Q. 使 
得 贴现 股票 价格 过 程 BiS; 是 Q 96. 直观 上 讲 , 在 每 一 个 二 义 树 上 ， 存在 概率 
(а, 1— qi), 把 样本 路 径 上 对 应 的 概率 相 乘 , 即 可 构造 出 测度 Q. 
为 了 理解 概率 测度 下 A Q 的 区 别 , 现在 考虑 t+ = 1 股票 价格 的 期 望 值 。 在 概 
KWE P F. 
Ep[S1] = So x (pu + (1 — p)d) 


而 在 概率 测度 Q F. 


r — d ~ p" 
Balsi] = So x (qu + (1 — фа) = So x (+ 00) = se 


在 概率 测度 Q F. 有 风险 的 股票 的 期 望 收益 与 无 风险 投资 的 收益 相同 。 换 言 
之 , 在 概率 测度 Q 下 , 投资 者 关于 风险 是 中 性 的 , 投资 者 不 会 因为 承担 更 多 的 风险 
从 而 要 求 额外 的 收益 。 因此 , 有 时 也 称 @ 为 风险 中 性 概率 测度 。 

在 实际 概率 测度 p F, 股票 的 期 望 收 益 与 无 风险 投资 的 收益 遂 常 是 不 同 的. 投 
BEFAR, 投资 者 就 要 求 有 更 高 的 期 望 收益 。 

现在 考虑 有 n 个 周期 的 衍生 工具 合约 的 定价 问题 。 如 果 在 到 期 日 n 时 股票 的 
价格 为 z, 那么 以 f(x) 表示 衍生 工具 的 支付 额 。 例 如 , 对 于 欧式 看 涨 期 权 ， f(z) = 
max{Zz ~ К,0}, HP K 为 执行 价格 。 

假定 在 每 一 周期 , 股票 的 价格 或 者 上 升 (上 升 因子 为 u), 或 者 下 降 (下 降 因 子 为 
d= 1/и). 此外, 无 风险 利率 取 常 数值 r, 而 且 d < er <и. 首先 ， 


S, = бошм 


其 中 N, 是 在 时 刻 9 到 е 之 间 股 票 价 格 上 升 的 次 数 。 由 假设 可 知 , 在 时 刻 п 时 有 
п +1 种 可 能 的 状态 。 男 外 , 在 时 刻 上 时 的 股票 价格 仅 依赖 于 价格 上 升 与 下 降 的 次 
数 , 而 与 上 升 和 下 降 所 发 生 的 次 序 无 关 。 由 于 以 上 性 质 上 述 模型 也 称 为 重组 二 义 
树 模型 或 二 分 支 格 模型 , 如 图 13 所 示 。 

二 义 树 模型 也 称 为 随机 游 动 模型 , 它 的 样本 空间 О 由 从 时 刻 0 到 n 的 所 有 样 
本 路 径 组 成 。 因 为 在 每 一 周期 股票 价格 有 2 种 可 能 , 所 以 共有 2" 条 样本 路 径 。 信 
МОУ 是 由 从 时 刻 0 到 п 的 各 种 样本 路 径 的 集合 组 成 的 , 而 滤波 流 Z, 是 由 到 时 刻 
t 时 为 止 的 各 种 样本 路 径 的 集合 组 成 的 。 给 定 样 本 空间 О, 到 时 刻 + 时 为 止 的 每 一 
条 样本 路 径 都 对 应 于 样本 空间 的 2"-: 个 元 素 , 其 中 每 一 个 元 素 在 时 刻 0 到 t 时 都 
是 相同 的 。 Ne, Se 都 是 随机 变量 , 它们 都 是 样本 空间 Q 上 的 函数 。 

在 这 个 模型 下 , 在 所 有 周期 , 价格 上 升 的 概率 g 都 是 一 样 的 , 而 且 各 个 周期 的 
价格 变化 都 是 相互 独立 的 。 因 此, 在 概率 测度 Q 下, 到 时 刻 е 时 为 止 价 格 上 升 的 次 
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з ”重组 一 叉 树 模型 


数 服从 参数 为 (Е, д) 的 二 项 分 布 。 此 外 , 对 于 0 <t< n, №, 与 N, N, 独立 , 而且 
Nn 一 N, 服从 参数 为 (n -也 9) 的 二 项 分 布 。 

进一步 , 引入 另外 一 些 符号 。 在 给 定 № = j 的 条 件 下 , 其 中 j = 0,1,…,t, 
V,(j) 表示 衍生 工具 在 时 刻 t 时 处 于 状态 j 下 的 价值 , V, = VN) 表示 衍生 工具 在 
时 刻 t 时 的 价值 , 它 是 一 个 随机 变量 。 因 此, Valj) = (507-2). 


为 了 计算 在 时 刻 0 时 的 价值 W(0), 先 从 时 刻 n 开始 , 每 次 考虑 一 个 周期 , 应 用 
前 面 的 单 周 期 一 又 树 模 型 , 逆向 计算 。 


首先 考虑 从 n-1 2] п 的 最 后 一 个 周期 。 假 设 М„_, = j, 类 似 于 单 周期 模型 ， 
V,-4i(j) = e "[aV,,(j + 1) + (1 — q)V,,(j)] 
= e`" Eq[VaiNn-1 = 7] 
= e "Egolf (Sn)|Fn-1; N,-1 = 1 


其 中 





而 且 上 式 的 推导 中 用 到 了 Markov Е. 上 式 可 改写 为 


V,-i =e "Еб[/(5)| 7-1] 
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进一步 逆向 推导 , ARRERA, 可 得 


М1 = e "Е[И,|Л\-1] 
= e "Eole "Eq(V,+i|7:)|7Z+-1] 
= e ?*"Eq[V,+i|2Z,-i] 


= e (Е о[у, |7,1] 
МСАТ 
最 后 得 到 
Vo =e” Eq[f(S,)|7o] = е "Eolf(Sn)|So] 
衍生 工具 在 时 刻 t 时 的 价格 为 
V, = e "(Е [08:0 № а" 0-0%) м 


n—t 
a(n—t) k u(n—-t)—k (n pz t)! kit _ „үп——-К 
e >. dm (9) 


在 单 周 期 模型 中 , 由 于 Eo[5S1] = Soer, 从 而 称 0 为 风险 中 性 概率 测度 。 同 样 
地 , 对 于 多 周期 模型 , 反复 进行 逆向 推导 , 可 得 
Ео[5:] = Soe™ 


所 以 风险 中 性 概率 测度 的 表述 在 多 周期 模型 中 仍然 有 效 。 另 一 方面 , 由 上 面 的 推导 
方法 可 得 


Eo[e "T Sr|Z,] = e rt8, 


上 式 表明 贴现 的 资产 价值 过 程 D, = eiS, 关于 概率 测度 Q 是 一 个 鞍 , 因此 又 称 
Q 为 等 价 蒜 测度 。 
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81 RETER 


对 连续 过 程 , 应 用 Ió 公式 可 以 求解 某 些 随机 微分 方程 , 而 当 概 率 测度 变化 时 
随机 微分 方程 的 形式 也 发 生变 化 。 在 离散 过 程 中 解决 定价 问题 的 关键 是 鞠 测 度 的 
概念 , 衔 牛 工具 的 价格 是 收益 变量 关于 鞠 测 度 的 期 望 ,而且 .由 靳 测度 可 得 交易 策略 ， 
从 而 验证 了 衍生 工具 的 价格 。 在 连续 过 程 中 , 也 有 类 似 的 结论 。 为 此 先 给 出 歉 的 概 
1. 882 

给 定 随机 过 程 {Ma t > 0) 与 概率 测度 P, 如 果 以 下 条 件 成 立 , 那么 就 称 {М,,! > 
0} 为 Р- yi, 

(1) 对 所 有 的 t, Ee(|M,|) < ос. 

(ii) 对 所 有 的 s <t, ЕРМА.) = Mso 

HOD YE V. 在 现在 和 过 去 历史 条 件 下 , 未 来 变量 的 条 件 期 望 等 于 现在 的 取 
值 。 

例 1 常数 过 程 5, =c 关 于 任意 概率 测度 都 是 鞭 。 

例 2 P-Brown 运动 是 P- 蒜 。 这 是 因为 Brown 运动 的 半 量 W, — W. 与 Z, Ж 
立 , 而 且 W, — W, ~ N(0,t — s), AME W, — W.|7Z,) = 0, 


Ep(W,|7Z,) = Ep(W,|7Z,) + ЕР(И, ре Wilfa) = W, 
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例 3 对 于 任意 的 仅 依赖 于 直到 时 刻 T 的 事件 的 请 求 权 Х, 假设 Ep(|X|) < оо, 
ЖАРЕ М, = Ep(X| 厂 ) 是 一 个 P- №. 

首先 N, = ЕХ) 定义 了 一 个 过 程 , 为 使 N, ЖР-%, 需要 Е,(М,|Л„) = №, 
成 立 , 它 就 是 如 下 表达 式 

Ep(Er(X|F)|F,) = E(X |F.) 

上 式 是 关于 条 件 期 望 的 塔 式 法 则 。 
2. 蒜 表示 定理 

对 连续 过 程 , 问 样 有 鞭 表 示 定 理 , 表述 如 下 。 

定理 假设 {Mi,0 < t<T} 是 一 个 Q@- Ë, 它 有 如 下 形式 

dM, = ord Wi + шаі 


о, 称 为 波动 参数 , o, Z 0, па 称 为 漂移 系数 。 如 果 N 是 另外 的 一 个 0, 那么 存 
在 一 个 Z 可 预期 过 程 ó, 使 得 / $20242 < оо, 而 且 N 有 如 下 表示 
0 


Ne= № f фам, 
0 
进一步 , ó 是 唯一 的 。 过程 0 是 N 和 М 相应 的 波动 参数 的 比值 。 


3. 无 漂移 项 


一 般 的 随机 微分 方程 中 包含 了 漂移 项 。 一 个 很 自然 的 问题 是 : 鞭 的 微分 是 否 总 
能 表示 成 олаи, 的 形式 ? 其 中 ck 是 某 个 F- 可 预期 过 程 。 反 过 来 , 没有 漂移 项 的 
随机 过 程 是 洛 总 是 畦 ? 

应 用 鞍 表 示 定 理 , 如 果 过 程 X, 是 P Ék. 那么 对 P Brown 运动 We, 存在 F- 
可 预期 过 程 oe, 使 得 

X, = x+ f psd W: 

上 式 是 增 量 dX, = фа, 的 积分 形式 , 没有 漂移 项 。 

反 过 来 , 如 果 X 的 微分 形式 为 dX, = od W, + n dt, 而 且 


Sola 


那么 X 是 蒜 等 价 于 漂移 项 为 0, Вр ú, = 0. 
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4. Е 
对 上 述 结论 中 的 条 件 ,有 时 候 验 证 起 来 并 不 方便 。 例 如 , 设 无 漂移 项 的 随机 微 
分 方程 为 dX = o, Xd Wi, 此 时 很 难 验 证 E (í ах) | < оо, 更 实用 的 
0 


判断 方法 如 下 。 
ШЖ dX, = oeXidWi, 其 中 о, 是 大 -可 预期 过 程 , 那么 当下 列 条 件 成 立时 


1 y 
E | exp ;/ o2ds | | < oo 
0 


X 是 一 个 蒜 。 另 外 上 述 随机 微分 方程 的 解 是 


t t 
X, = Xoexp (/ c, dW. 一 ; / па) 
0 0 
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至 此 已 有 了 各 种 数学 工具 一 一 1t6 公式 、Girsanov 定理 以 及 蒜 表 示 定 理 , 下 一 
步 需要 按照 一 定 的 恩 路 , 把 它们 应 用 于 金融 模型 中 。 在 最 简单 的 Black-Scholes Eš 
型 中 , 市 场 包括 两 种 资产 : 风险 证 券 和 无 风险 债券 。 

下 面 首先 引入 投资 组 合 的 概念 。 


1. 投资 组 合 (Фф, Y) 


投资 组 合 可 用 两 个 过 程 ó A y 来 描述 , 它们 分 别 表示 在 时 刻 + 时 持 有 的 证 券 
单位 数 与 债券 数量 。 过程 可 以 取 负 值 , 即 允 许 卖 空 股票 或 债券 。# 应 是 大 - 可 预期 
过 程 , 它 仅 依赖 于 到 时 刻 t 前 的 信息 , 但 不 包括 在 时 刻 t 的 信息 。 

ШЖ 由 是 左 连续 的 , 那么 ó 是 可 预期 的 。 


2. 自 融 资 策略 


投资 组 合 的 整体 构成 投资 策略 。 投 资 策略 是 动态 的 , 在 时 刻 t 时 的 投资 组 合 记 
为 (办 ,We)。 特 别 有 意 义 的 投资 策略 是 自 融 资 策略 。 

投资 组 合 是 自 融资 的 , 当 且 仅 当 它 的 价值 变化 只 依赖 于 资产 价格 的 变化 。 在 
离散 模型 下 它 是 通过 差分 方程 给 出 的 , 而 在 连续 模型 下 , 它 等 价 于 某 个 随机 微分 方 
№. 


з. 随机 微分 方程 


给 定 股票 价格 S, 和 债券 价格 B, 投资 组 合 (ó, 在 时 刻 上 时 的 价值 V, 可 
表示 为 V, = 6.5, + 加 Bl。 在 下 一 时 刻 , 一 方面 S, 和 В, 的 价值 变化 会 导致 旧 的 投 
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资 组 合 的 价值 变化 , 男 一 方面 , 旧 的 投资 组 合 要 调整 为 一 个 新 的 投资 组 合 。 如 果 调 
整 的 成 本 正好 由 投资 组 合 所 产生 的 利润 或 损失 来 支持 , 不 需要 额外 的 资本 , 这 样 的 
投资 纽 合 就 是 自 融 资 的 。 

在 离散 时 间 情 况 下 , 自 融资 的 条 件 可 表示 为 差分 方程 


AV, = фА5$ + A B, 
而 在 连续 时 间 情 况 下 , 自 融 资 的 条 件 可 表示 为 如 下 随机 微分 方程 
dV; = ó,dS, + dB, 


现在 考虑 两 个 具体 的 例子 . 假设 股票 价格 过 程 S 是 标准 Brown 运动 W, Bl = 
W, 债券 价格 过 程 B 是 常数 过 程 ，Bi = 1, 下 面 给 出 了 两 个 自 融 资 的 投资 策略 。 


例 4 假设 对 于 所 有 的 t, фе = w = 1。 如 果 在 任意 时 刻 上 总 持 有 一 个 单位 的 
股票 和 一 个 单位 的 债券 , 那么 投资 组 合 的 价值 V, = W, + 1, 此 价格 会 发 生变 化 , 但 
是 这 种 变化 完全 是 由 股票 价格 的 波动 造成 的 。 直 观 上 , 保持 (Ф, р) 策略 时 不 需要 额 
外 资本 流入 或 投资 组 合 的 资本 流出 , (ó, w) 应 该 是 自 融资 的 。 

如 果 从 形式 上 加 以 验证 , 那么 由 V, = W, + 1 即 得 ау, = ай, Ж av, = 
ф.15, + 加 dB 此 处 ав, = 0. 


例 5 假 没 ó, = 2W, Жу, = —t — Wë. (ф, 0) 是 一 个 投资 组 合 , ф 是 可 预期 
的 , 该 组 合 的 价值 V, = $54 + w B, = М2 — t, 由 It6 AÑ, ау, = 2WidWi, 它 就 是 
dV: = ф45, + Wa Bto 

第 二 个 例子 顺便 说 明了 自 融 资 并 不 是 任意 一 个 投资 组 合 自动 就 有 的 性 质 。 


4. 可 复制 策略 


假设 市 场 中 仅 包含 无 风险 债券 B 和 有 风险 资产 S. S 的 波动 参数 为 о,, WR 
É X 依赖 于 到 时 刻 T 时 的 事件 。 
关于 X 的 可 复制 策略 是 指 自 融 资 策略 (Ф, Y), 使 得 


了 
/ о2ф241 < оо, Vr = фг5т + фт Вт = X 
0 


如 果 存 在 一 个 可 复制 策略 (Ф, р), WA X 在 时 刻 t 时 的 价格 必 是 V, = ó,S, + 
Ф.В, 否则 , 假设 X 在 时 刻 t 时 的 价格 P, 低 于 V, 那么 市 场 交 易 者 可 以 在 时 刻 t 
卖 出 pe 个 单位 的 S 和 у, 个 单位 的 В, 得 到 Vi, 此 后 保持 空头 (Фф, р) 直到 时 刻 Т. 
同时 , 在 时 刻 t 时 以 价格 Р, KARKE ТЕН 上 时 , 市 场 交易 者 的 收益 为 
Vi — Pio 因为 (ó, 6) 是 可 复制 策略 , CERA T 时 的 价值 是 X. ЭЖ T BL. 买 入 
的 请 求 权 和 卖 出 的 投资 组 合 将 会 抵消 , 而 且 在 时 刻 t+ 和 了 之 间 不 需要 额外 的 资本 。 
在 时 刻 上 时 产生 的 利润 是 无 风险 的 , 这 是 套利 机 会 。 
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同样 地 , 如 果 X 在 时 刻 t 时 的 价格 P, 高 于 Ve 也 可 以 构造 出 套利 机 会 。 
在 市 场 模型 中 出 现 的 股票 价格 过 程 可 以 较为 复杂 。 对 于 请 求 权 X, 需 寻 找 可 复 
制 策 略 , 从 而 确定 请 求 权 的 价格 。 


83 Black-Scholes 模型 


本 节 对 一 个 具体 的 股票 模型 , 首先 应 用 Girsanov 定理 , 把 股票 过 程 转化 为 一 个 
新 测度 下 的 鞭 , 然后 应 用 蒜 表 示 定 理 , 对 每 个 请 求 权 构造 可 复制 策略 。 


1. 基本 的 Black-Scholes 模型 
假设 存在 常数 rmo, 使 得 股票 价格 S, 和 债券 价格 B, 满足 下 面 的 关系 


S, = Soexp(o W: + ut) 
B, = exp(rt) 


其 中 r 是 无 风险 利率 , o 是 股票 价格 波动 参数 , и 是 股票 价格 漂移 系数 , W 为 标准 
Brown 运动 。 这 里 假设 不 存在 交易 成 本 ,而 且 两 种 金融 资产 都 能 够 自由 地 瞬时 交 
易 。 


2. FHE 


在 分 析 Black-Scholes 模型 时 , 首先 遇 到 的 参数 是 利率 r, 它 使 得 问题 的 处 理 变 
得 比较 繁 融 。 为 简便 计 , 先 考虑 + = 0。 

现存 要 考虑 的 问题 是 : 对 于 任意 的 请 求 权 x, 它 到 时 刻 T 时 完全 确定 , 是 否 可 
以 找到 一 个 可 复制 策略 (6Y)? 下 面 分 三 个 步骤 讨论 。 

(1) 寻找 概率 测度 Q, 使 得 S 是 Q- 车 。 

(2) 构造 过 程 E, = Eq(X |F.) 

(3) 寻找 可 预期 过 程 加, 使 得 aE, = ó,dS,. 

第 一 步 ( 应 用 Girsanov 定 理 ) 

首先 考虑 S 满足 的 随机 微分 方程 , 然后 应 用 Girsanov 定理 , 寻找 测度 Q, 使 得 
5 是 0- H. 

股票 价格 过 程 是 一 个 指数 Brown 运动 , S, = Soexp(GW, + ut), 应 用 Bó AR, 
可 得 随机 微分 方程 

48, = 08,40, + (p + 22)5tdt 


为 使 5 EB, 需要 消去 随机 微分 方程 中 的 漂移 项 。 设 % = = (n + 50°)/0 为 常数 
值 过 程 , 应 用 Girsanov 定理 , 存在 一 个 测度 Q 使 得 W, = W, + yt Æ Q-Brown 运 
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动 。 代 入 上 面 的 随机 微分 方程 , 可 得 在 测度 Q F, S 满足 以 下 随机 微分 方程 
45, = 05,40, 


Беат Н, 因此 s 是 0- Ж. 

第 二 步 ЖАО, Е, = Eq(X|Z,) 就 把 X 转化 为 一 个 Q- 8. 

第 三 步 (应 用 蒜 表 示 定 理 ) 

E, 和 S, 都 是 Q W. 应 用 蒜 表 示 定 理 , 存在 一 个 可 预期 过 程 o, 使 得 Е, = 
Eo(X|Z,) 可 由 S, 表示 出 来 。({ 为 了 应 用 著 表 示 定 理 , 需要 验证 S, 的 波动 参数 是 否 
总 取 正 值 。 实际 上 , 这 里 的 波动 参数 是 oS, 而 o 和 S, 都 取 正 值 )。 因 此 ， 


Е, = Eg( XIF) =" Eq(X) +Í ó, dS, 
或 者 dE, = ф.45,. 
3. 可 复制 策略 


可 选择 的 策略 如 下 : 在 时 刻 t 时 持 有 Ф, 个 单位 的 股票 , 持 有 如 = E, — ф.5, Їй 
券 。 注 意 到 В, = 1, 在 时 刻 t 时 投资 组 合 的 价值 为 


Vi = ф.5, + YB = B, ` 


因此 
dV; = dE: = ó,dS, = ф.15, + wd Br 


从 而 (Ф, 0) 是 自 融 资 的 。 另 外 , V 的 终 值 是 Er = EQ(X|Fr) = X, 因此 (Фф, р) 是 关 
于 X 的 可 复制 策略 。 特 别 地 , X 在 时 刻 0 时 的 价值 为 Eo = Eo(X)。 换 言 之 , 在 使 
股票 价格 过 程 5 ARAWE Q F. 请 求 权 x 的 价格 是 关于 测度 Q 的 期 望 。 

上 面 的 结论 隐 含 了 一 些 令 人 惊讶 的 事实 。 首 先 , 对 于 任意 请 求 权 都 存在 可 复制 
策略 。 另 外 , 尽管 请 求 权 的 终 值 依赖 于 股票 价格 过 程 , 它 在 开始 时 并 不 能 确定 , 但 请 
求 权 仍 能 够 在 市 场 上 交易 。 

其 次 , 衍生 产品 的 价格 有 简单 的 表达 式 , 即 可 表示 为 请 求 权 关于 测度 Q 的 期 
望 。 而 在 实际 测度 下 , S 是 具有 漂移 系数 и 和 波动 参数 o 的 指数 Brown 运动 。 但 
实际 测度 无 助 于 确定 衍生 证 券 的 无 套利 价格 。 

最 后 , ERWE Q 下 , 过 程 S 的 形式 比较 简单 。 对 一 个 特定 的 请 求 权 , 需要 在 
ФИ Q 下 计算 价格 。 因 为 请 求 权 依赖 于 5, 因此 , 在 计算 价格 时 , 通常 要 计算 直 
到 上 = 了 时 关于 S 的 某 个 函数 的 期 望 。 如 果 在 测度 Q F. S 的 形式 比较 复杂 , 那么 
有 关 计 算是 很 不 方便 的 。 实际 上 在 测度 Q F, 5 也 是 一 个 指数 Brown 运动 。 求 解 
随机 微分 方程 , 可 得 

S, = Soexp (om 一 je") 
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4. 非 零 利率 

现在 假设 + Z 0. 为 消除 利率 的 影响 , 可 应 用 贴现 的 方式 。 称 B 为 贴现 过 程 ， 
构造 贴现 股票 价格 Z, = B15,, 贴现 请 求 权 В-х. 

对 贴现 股票 价格 过 程 Ze, 可 以 证 明 它 满足 如 下 随机 微分 方程 


dZ, = Z, (eam, 十 (n -r+ 50) а) 


下 面 构造 可 复制 策略 的 步骤 和 和 零 利 率 情形 下 相应 的 步骤 相同 。 

第 一 步 (应 用 Girsanov 定 理 ) 

为 把 Z, 转化 为 鞭 , 设 =т= (x Бей 50?) /о, 引入 W, = W, + yte 应 用 
Сігѕапоу 定理 , 存在 一 个 与 初始 测度 P 等 价 的 测度 Q, 使 得 W, 为 Q Brown 运动 ， 
而 且 

dZ; = eZ,d4W, 
因此 在 测度 Q F, Z EH, 

第 二 步 ЮЕ Е, = Eq(BrlX|F,), 它 也 是 Q- 鞭 。 

第 三 步 (应 用 鞭 表 示 定 理 ) 

贴现 股票 价格 Z 是 一 个 Q #4, 同时 贴现 请 求 权 的 条 件 期 望 过 程 Е 也 是 一 个 
Q- #0. WARRE, 存在 可 预期 过 程 $, 使 得 dE: = фал,„ ó 给 出 了 贴现 请 
求 权 与 贴现 股票 之 间 的 关系 , 可 以 设想 请 求 权 与 股票 之 间 的 关系 也 应 由 由 给 出 。 

在 贴现 情况 下 , 在 时 刻 t 时 持 有 的 债券 数量 是 у, = E, — ф,7,, 可 以 设想 实际 
持 有 的 债券 的 单位 也 是 р, 


5. 可 复制 策略 
可 复制 策略 为 : 在 时 刻 t 时 持 有 фе 个 单位 的 股票 , 持 有 p, = E, - ó, Z, 个 单 
位 的 债券 。 为 说 明 这 一 点 , 首先 验证 该 策略 是 自 融 资 的 。 
投资 组 合 (Ф, №) 的 价值 为 V, == ó, S, + th B, = В.Е 因此 反复 应 用 Itó 公式 ， 
即 得 
аў, = В.аЕ, + E,dB, 
= Qi B,dZ, + (ó, Z, + Wi)dBe 
= ó,d(B,Z,) + ф(аВ, 
= dS; + wdB: 
从 而 (Ф, 0) 是 自 融 资 的 。 


其 次 , 投资 策略 在 时 刻 T 时 复制 了 请 求 权 XX。 这 可 验证 如 下 : 在 时 刻 ТОҢ} 
有 фт 个 单位 的 股票 和 фт 个 单位 的 债券 , 其 价值 是 pr Sr + wrBr = BrEr = X. 
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有 了 以 上 准备 , 最 后 可 得 : 请 求 权 x 在 时 刻 0 的 初始 价格 为 各 So + woBo = 
Eo = Eo(Br'X)。 进一步 , 请 求 权 X 在 时 刻 t 时 的 无 套利 价格 为 


V, = B,Eq(Br! X |F.) =e "(THEo(X|F) 


в. 看涨 期 权 


现在 给 出 一 个 例子 , 说 明 在 Black-Scholes 模型 中 , 如 何 对 看 涨 期 权 定价 。 设 看 
涨 期 权 的 执行 日 期 为 了 T, 事先 约定 的 执行 价格 为 k, 那么 请 求 权 X = max(S+ — k,0), 
或 记 为 (Sr – k)t., 

首先 求解 Vo, 它 是 可 复制 资产 在 时 刻 0 时 的 价值 , 前 述 结论 表明 


Vo =e "Eo((Sr 一 月 +) 


其 中 Q 是 {B715,,t > 0) 的 加 测度 。 

注意 到 请 求 权 (Sr — k)t 仅 依赖 于 在 执行 日 期 Т 的 股票 价格 , 因此 为 计算 请 
求 权 的 期 望 , 只 需 考虑 在 测度 Q 下 Sr 的 边际 分 布 。 

记 时 刻 0 时 的 股票 价格 So = s。 在 测度 Q F, S, = sexp (om + ( ' 50?) ). 


и 7 ~ № (icrer)， 那么 Sr = se(Z+rT) 从 而 


Vo = e "TEo ((әе®+т) = к)*) 


1 2 
1 оо Е г + 30T) 
ии т _ ket ЖОҚ. EAAS S 
© М2ло?Т ИКС Кет Јар 20T d 


上 述 积分 可 通过 变量 替换 分 解 为 两 个 标准 正 态 积分 。 记 Ф(т) = (2л)-17° / КЕРЕР УА 
最 后 化 简 , 得 到 V, = У (в, T) 的 如 下 表示 。 ЕЧ 
Black-Scholes 公 式 


1 1 
log(s/k)+ [r + 2") Е log(s/k)+ [r — 02 | T 
V(s,T)= s | ( | ke-"T® Би 





ovT ovT 


上 式 就 是 欧式 看 涨 期 权 的 Black-Scholes 定价 公式 。 


第 十 二 章 ”平稳 独立 增 量 过 程 


81 一 些 性 质 


1. 引言 


平稳 独立 增 量 过 程 又 称 为 Lévy 过 程 , 关于 这 类 过 程 的 系统 研究 起 始 于 20 世 纪 
30 年 代 , 法 国 概 率 论 学 者 P.Lévy 做 出 了 开创 性 的 贡献 。 至 今 , XF Lévy 过 程 的 
理论 及 其 应 用 的 研究 仍然 是 很 活跃 的 专题 。 从 理论 上 讲 , Lévy 过 程 是 一 类 重要 的 
Markov 过 程 , 从 而 在 理论 研究 中 可 以 应 用 Fourier 分 析 、 位 势 理 论 、 以 及 古典 概率 
方法 等 工具 。 同 时, Lévy 过 程 是 一 类 很 特殊 的 半 鞭 , 从 而 在 理论 研究 中 可 以 应 用 随 
机 微 积分 。 从 应 用 上 讲 , 存储 过 程 、 保 险 风 险 过 程 等 都 是 特殊 的 Lévy 过 程 。 当 前 ， 
Lévy 过 程 在 数理 金融 中 也 得 到 了 重要 应 用 , 其 中 的 原因 之 一 就 是 很 多 无 穷 可 分 分 
布 是 厚 尾 的 。 

本 章 简要 总 结 与 Lévy 过 程 有 关 的 一 些 最 常见 性 质 与 结论 。 


2. Markov 性 


给 定 概率 空间 (О, F, (,) сьо. Р), 设 (Fejzo 是 完备 的 、 右 连续 的 。 设 取 值 于 Rs 
的 随机 过 程 X = {Xi,t > 0) 是 可 适应 的 。 如 果 对 任意 tas 20, Xps — X, 5 Z, $h 
v, 而 且 Xs- X, 与 X, 同 分 布 (从 而 Xo = 0), 另外 假设 X 的 样本 轨道 是 右 连 
续 的 , 而 且 左 极限 存在 , 那么 称 过 程 X 为 Levy 过 程 。 

由 以 上 定义 可 知 , 对 t > 0, 如 记 X: = Xes 那么 在 条 件 X, = > F, ЧЁ 
X' ={Xos>0} 5 Fi У, MH. X' = {X},s 2 0} б z+ X = (z + X,,s > 0) FR] 
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分 布 。 这 是 很 特殊 的 Магкоу 性 。 

为 方便 记 , 对 ze Ri, 以 pz 表示 平移 过 程 z + X 的 分 布 。 

下 面 引 入 与 Markov 性 相关 联 的 两 个 线性 算 子 。 

(1) FRAT 

对 有 界 非 负 可 测 函 数 f: R 一 R, 半 群 算 子 (P, t 20} 定义 如 下 

P, f(z) == Е,|/(Х,)) = E[f(z + Х,)), тє Вв“ 
在 上 述 定 义 中 , 已 是 一 个 函数 。 由 Markov 性 与 关于 条 件 期 望 的 塔 式 性 质 , 可 得 如 
下 半 群 性 质 
P, o P, = Pips 

其 中 符号 “o” 表 示 复 合 运 算 。 

(ü) 预 解 算 子 

预 解 算 子 {U9,g > 0} 定义 如 下 

= ы 一 中 = ш -qt 
U (х) = / e`” P, f(z)dt = Е rÀ eq f(r + Xa) 
由 {Pat > 0} 的 半 群 性 质 , 可 得 如 下 预 解 方程 : 对 g,r > 0 
Оу Оу + (9 – т)0О”' f) = 0 

з. 无 穷 可 分 分 布 与 Lévy-Khintchine 公式 

对 给 定 的 Lévy 过 程 X, 首先 对 任意 正 整数 n, 

Xi = Xijn + (Xz/n — Хуу) +++ (Ху — X(n-1)/n) 

由 平稳 独立 增 量 性 可 知 , Xi 可 分 解 为 m 个 独立 同 分 布 的 随机 变量 之 和 , 从 而 
Lévy 过 程 的 一 维 分 布 是 无 穷 可 分 的 。 反 之 , 可 以 证 明 每 个 无 穷 可 分 分 布 都 可 以 视 
为 某 个 Lévy 过 程 在 时 刻 1 时 的 变量 分 布 。 

引用 无 穷 可 分 分 布 的 结论 , X, 的 特征 函数 有 如 下 形式 


E (exo) =e лев 
其 中 (3) 表示 Rd 空间 中 的 内 积 ,更 :下 4 一 C 是 连续 函数 , 而 且 更 (0) = 0, Жк W 为 
特征 指数 。 无 穷 可 分 分 布 的 更 有 如 下 形式 , 称 为 Levy-Khintchine 公式 。 | 
VA) = ila A 5900) + Í ü -et +(д,ауц‹арЦ4) 
Ri 
其 中 a c к, Q 是 了 Rd 上 半 正 定 二 次 型 , I 是 н4\{0} 上 的 测度 , 称 为 Lévy 测度 , € 
满足 fo A |z|2)1l(dz) < оо 另外, a, Q ЖП н Ф Ж-Е. 
下 面 给 出 R 上 一 些 常 见 的 无 穷 可 分 分 布 , 相应 地 就 有 Lévy 过 程 。 
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例 1 Poisson 分 布 。 设 参数 为 c, 那么 该 分 布 的 特征 函数 为 


се с" : A 
> em an ехр{—с(1 Po е*^)} 


n=0 


此 时 特征 指数 为 
P(A) = с(1 – е?) 


与 一 般 的 Lévy-Khintchine 公式 做 比较 , 可 知 Lévy 测度 为 c61, 该 测度 只 在 1 点 有 
正 测度 c。 相 应 的 Lévy 过 程 就 是 参数 为 c 的 Poisson 过 程 。 


例 2 标准 正 态 分 布 . 特征 函数 为 
= L eihre-z /2dr = exp{—A?/2} 
特征 指数 为 
P(A) = ^?/2 


与 一 般 的 Lévy-Khintchine 公式 做 比较 , 可 知 Lévy 测度 为 0。 相 应 的 Lévy 过 程 就 
是 标准 Brown 运动 。 


例 3 Cauchy 分 布 。 特征 函数 为 


ы T As l dz = exp{—|A|} = exp P a (1 ~ ebXz)z-24z 
Neo 1+22 T foo 


特征 指数 为 
W (À) = IA 


与 一 般 的 Lévy-Khintchine 公式 做 比较 , 可 知 Lévy 测度 为 x-1z-?dz。 相应 的 Lévy 
过 程 就 是 标准 Cauchy 过 程 。 


例 4 Gamma 分 布 。 设 分 布 参数 为 c, 该 分 布 的 特征 函数 为 
© 3 etg le tdr = (1 — 4) = epf- f 0 - Sa 
0 


特征 指数 为 
Ф(А) = :[ (1 -eje =5 tdr 
0 


与 一 般 的 Lévy-Khintchine 公式 做 比较 , 可 知 Lévy 测度 为 С: ег, ЖНА 
的 Lévy 过 程 就 是 Gamma 过 程 。 
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例 5 严格 稳定 分 布 。 这 类 分 布 是 正 态 分 布 的 推广 ， 特别 地 它们 出 现 于 关于 
独立 同 分 布 、 而 方差 为 无 穷 大 的 随机 变量 之 和 的 极限 定理 中 。 这 类 分 布依 赖 于 三 
个 参数 ， 其 中 最 重要 的 是 指标 参数 a є (0,2: Ча = 2 时 , 稳定 分 布 就 是 正 态 
分 布 。 当 a = 1 时 , 稳定 分 布 就 是 Cauchy 分 布 的 变换 。 因 此 , 通常 只 限于 考虑 
QE€ (0,1)U (1,2)。 男 外 两 个 参数 是 斜 度 参 数 A e [—1,1] 与 标 度 参 数 y> 0。 参 数 为 
(а, В, ү) 的 严格 稳定 分 布 的 特征 函数 有 如 下 形式 


expí?lÀ|%[1 一 zsgn(A)jtan(ray/2)]} 
在 上 式 中 , sgn( 和 A) 表示 符号 函数 , Вр 


1, 入 >0 
sgn(à) = 40, A=0 
—1, A< 0 


可 以 证 明 Levy 测度 为 


c+z-a-ldz，z>0 
(ах) = 
c |r dz, rz<0 


其 中 c+ 和 c- 是 两 个 非 负 实数 , 使 得 8 = (et 一 c-)/(ct +c-)。 相应 的 Lévy 过 程 
称 为 指标 为 a, 斜 度 为 8 的 稳定 Lévy 过 程 。 
关于 稳定 分 布 , 下 面 给 出 一 个 定义 。 


定义 对 随机 变量 X, 如 果 对 任意 n > 2, 存在 实数 c, > 0 和 а„, 使 得 X, + 
X2 十 … 十 Xn 与 nX +d, 同 分 布 , 其 中 Ху, Xa- 相互 独立 , 并 与 X 同 分 布 , Ж 
么 称 X 的 分 布 为 稳定 分 布 。 如 引入 符号 3, = Xi 十 Xz 十 … Xn, 那么 上 述 条 件 
表明 


Sn — dn 
Cn 
定义 表明 5, 的 分 布 本 质 上 也 是 稳定 分 布 。 实 际 上 , 可 以 证 明 , c, = n!e, au € 
(0, 2]. = a € (0,2) 时 , 稳定 分 布 的 概率 密度 函数 收敛 到 0 的 速度 较 慢 。 当 т — оо 
时 , 概率 密度 函数 趋 近 于 kre, k 是 某 常 数 。 

对 严格 稳定 过 程 , 容易 验证 自 相 似 性 成 立 , 即 如 果 X 是 指标 为 a 的 严格 稳定 
过 程 , 那么 对 大 > 0, {кох} 与 {Xt} 同 分 布 。 这 等 价 于 特征 指数 所 满足 的 关系 
PIKA) = Кел). 

再 次 应 用 平稳 独立 增 量 性 , 可 知 当 上 是 有 理 数 时 ,X, 的 特征 指数 为 更 。 进 一 
步 , 由 样本 轨道 的 右 连续 性 , 可 得 对 任意 正 数 t, X, 的 特征 指数 也 为 пр, 即 对 任意 


= X 
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ЕЎ t, 
E (ехо) = е0) 


因此 特征 指数 确定 了 x, 的 分 布 , 由 平稳 独立 增 量 性 , Lévy 过 程 的 分 布 也 就 完 
全 由 特征 指数 确定 。 特 别 地 , 半 群 算 子 与 预 解 算 子 也 就 完全 由 特征 指数 通过 Fourier 
变换 来 确定 。 

具体 地 讲 , 对 可 积 函 数 g, 记 它 的 Fourier 变换 为 F(g), 


F(9)(é) = Í 920 д2), е RŠ 


那么 Р, У 的 Fourier 变换 Z(P,f) 可 表示 如 下 


ҒОР.) = e'O FINE), E e R3 (1) 
类 似 地 , Uq f 的 Fourier 变换 (0797) 可 表示 如 下 
ғи) = р. сев (2) 


Ф(—&)' 
下 面具 对 (1) 式 给 出 证 明 。 


(p) = | «Әса: 


= j  eSELf(z + Xi)ldz 


=E ( Í Oft X, jaz) 
=E( f е*-*® дуд) 


“к ө. ей) f(y)dy 
е-'®(=© (УЕ) 


4. 一 维 Lévy 过 程 


当 d= 1 时 , 在 一 些 特殊 情形 下 , 应 用 Laplace 变换 研究 Lévy 过 程 的 分 布 更 方 
便 , 对 入 >0, i 


B(A) = VGN = -aA — 92 + [ае Алај) (a) 
称 Ф: [0, оо) — R X Laplace 指数 。 对 t+>0 


Е (е^) = exp{—t®(A)} 
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下 面 简要 介绍 两 类 特殊 的 Lévy 过 程 。 

(i) 谱 正 的 Lévy 过 程 X, 此 时 在 X 的 每 个 不 连续 点 的 跳跃 度 都 是 正 的 。 传 统 
的 保险 风险 过 程 就 是 这 类 过 程 。 

(ü) 从 属 过 程 , 此 时 Lévy 过 程 x 的 样本 轨道 是 单 增 的 。 复 合 Poisson 过 程 就 
是 很 特殊 的 从 属 过 程 。 对 这 类 过 程 , 可 以 验证 a < 0, Q = 0, П 是 (0,00) 上 的 测度 
满足 条 件 A _ QAI(dr) < оо. 另外 , Laplace 指数 可 记 为 如 下 形式 


Ф(А) = cÀ + fa — е^2)П(ах) 


其 中 c> 0. 
对 指标 为 a € (0,1) 的 严格 稳定 从 属 过 程 , Lévy 测度 为 A(dz) = z-1-edz, 调 
整 单位 后 , Laplace 指数 为 
Q ы -ÀT \ p- l-a — y 
a Í (1 —e-Xe)z-1 dz = А 


对 Gamma 过 程 , Laplace 指数 为 
(А) = alog ( + >) 


应 用 Frullani 积分 
À сс; 
log (1 + >) = ]. (1—е5^®)х-!1е-%тдт 
0 


可 知 Gamma 过 程 对 应 的 Lévy 测度 为 A(dz) = az-le-bzdz, 
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本 节 给 出 Lévy-Khintchine 公式 的 概率 解释 。 为 研究 Lévy 过 程 X 的 结构 , 要 
M X 的 跳跃 过 程 出 发 。 


1. Poisson 点 过 程 


对 t> 0, AX, = X, — X,-, 对 Borel 集合 B CR4, 当 B 与 原点 的 距离 大 于 
0 时, 记 NË = #{s € (0.t] : AX. € B) 2J X 到 时 刻 t 时 跳跃 度 属于 B 的 跳跃 点 
的 个 数 , NB 是 有 限 的 。 由 X 的 平稳 独立 增 量 性 , 可 知 NP = {NB,t > 0) 也 有 平 
稳 独 立 增 其 性。 注意 到 NP 是 计数 过 程 , 而 且 每 次 的 跳跃 度 只 能 是 1. 在 随机 过 程 
理论 中 已 证 明 具 备 这 些 性 质 的 NB 是 Poisson 过 程 z 
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另外 , 如 果 В,,В»,... 是 不 相交 的 Borel Ж, 那么 计数 过 程 NB, №52... 都 
Æ Poisson 过 程 ， 而 且 任 何 两 个 没有 公共 跳跃 点 。 由 Poisson 过 程 的 结论 ， 可 得 
NP. №82,... 是 独立 的 。 

设 Poisson 过 程 NP 的 强度 参数 为 A(B), 考虑 В 的 可 列 分 割 В,, Ba., 那 
么 


№8 = Ne + NP +... 


上 式 右 边 是 独立 的 Poisson 过 程 之 利 , 所 以 它 也 是 Poisson 过 程 , 强度 参数 为 A(B,)+ 
A(B2) 十 …， 由 此 即 得 A(B) = A(Bi) 二 A(B2) 十 …。 总 之 A 是 В (0) 上 的 测 
度 , 在 原点 临 域 之 外 的 集合 的 测度 是 有 限 的 。 引 用 随机 过 程 的 术语 就 是 , Lévy 过 程 
的 跳跃 过 程 是 特征 测度 为 A 的 Poisson 点 过 程 。 这 里 的 A 就 是 Lévy 过 程 X 的 
Lévy 测度 П. 

作为 一 个 例子 , 考虑 复合 Poisson 过 程 。 设 A 是 Ra – {0} 上 的 有 限 测度 , A = 
{Ai,t > 0} 是 特征 测度 为 A 的 Poisson 点 过 程 。 因 为 A 是 有 限 的 , A 在 任意 有 界 
时 间 区 间 上 只 有 有 限 次 跳跃 , 从 而 Y, = у” A, 是 有 定义 的 。Y 是 右 连 续 的 , 而 且 

0< «5/1 

AY = A. Y 是 Lévy 过 程 ， 为 确定 它 的 分 布 可 计算 特征 函数 。 由 Poisson 点 过 程 
的 指数 公式 , 可 得 


E (©) =Е (= |. у, хәз} = exp f- Га 一 09) маз) 


0<s<t 


合 Poisson 过 程 又 可 记 为 


其 中 & 为 独立 同 分 布 随机 变量 , 记分 布 函数 为 wu(0) = 0, N 为 参数 为 入 的 Poisson 
ELE, N 与 & 独立 。 此 时 X 的 特征 指数 为 VA) = a / (1— etn)u(dz), a > 0 
为 某 常 数 。 


2. Levy 过 程 的 分 解 
对 一 般 的 Lévy 过 程 , 特征 指数 下 有 以 下 分 解 


Ф = 00) 十 更 01) 十 更 (2) 十 亚 (3). 
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其 中 
VOA) = ifa, A), VOA) = 2Q() 
VOA) = Í (= е9) алуа) 
409) (А) = 人 (1 — ела) 十 А,а)) 1lzl<l}I(dz) 


PO 都 是 特征 指数 , VO 对 应 于 确定 性 的 线性 过 程 ct, ФО) 对 应 于 а 维 Brown 运 
动 的 线性 变换 , 上 面 的 例子 表明 pO) 是 Lévy 测度 为 Lz (аз) 的 复合 Poisson 
过 程 的 特征 指数 。 403) 对 应 的 Lévy 过 程 比较 复杂 , 它 是 跳跃 度 小 于 1 的 纯 跳 跃 过 
程 。 

由 以 上 讨论 , 一 般 的 Lévy 过 程 X 可 以 表示 为 四 个 独立 的 Lévy 过 程 之 和 ， 
Х = Ү( +YO L YO + yG) Hh YO 为 确定 性 的 线性 过 程 ct ҮЧ) 为 d Hk 
Brown 运动 的 线性 变换 , YO 为 跳跃 度 大 于 等 于 1 的 复合 Poisson 过 程 , Y(3) 为 跳 
BREDT 1 的 纯 跳 跃 过 程 。 

上 述 结论 称 为 Lévy 过 程 的 Lévy-It6 分 解 。 


83 Feynman-Kac 公式 
1. Feynman-Kac 公式 
W: f : R4 一 [0, оо) 是 可 测 函 数 , 定义 
t 
А) = ; 
9 = f xa (3) 
Ay (t) ХЕ ДЇЎ р. Feynman-Kac 公式 是 研究 关于 Ajy(t) 的 信息 的 工具 之 一 ， 
它 与 Laplace 变换 有 关 。 
具体 地 讲 , 设 0: R4 一 [0,cc) 是 另 一 可 测 函 数 , 对 q > 0, тєв“, 定义 
Vjola) = E, ( Í” е-®дхуе-4'®ш) ч) 
0 
定理 1 (Feynman-Kac AR) ”对 一 般 的 Lévy 过 程 , 下 面 的 关系 成 立 


Ur (гу?) = 00 — Удо 
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证 明 直接 由 定义 可 得 
из (туў) (z) = E, ( X “ate” /(Х)Ех, ( fi dse-esgl хе) 
(Г е7 }(Х,)Е,„ (Г двете 60-400) 
= Е, ( Y ает f(X) B dse% g(X,41)e^1 9- мен) 
=®,( Г е9 f(X,) J dse-ats-9g(X )eAr(9- о) 
( 


=E, x венд) f dtes (®)~ ADs) 


=E, ( | dse-qsg(X。) (1 — e7419) ) 


= U?g(x) — Уўо(т) 


= Е, 


2. Feynman-Kac 公式 与 偏 微分 方程 的 联系 


(i) 历史 上 , Feynman-Kac 公式 的 含义 是 指 对 一 些微 分 方程 , 它们 的 解 可 用 随机 
过 程 给 出 概率 表示 , 这 种 含义 和 上 面 介绍 的 含义 有 所 不 同 。 
考虑 如 下 抛物 型 方程 


ди 
ЕЛ + ku = su + g, (t,£) Є (0,00) х R? 


设 初 值 条 件 为 
(0,2) = f(z), z € R3 
HPN k: Ri 一 [0,00), g : (0,00) x Rd 一 R, f : Rd 一 R. 
当 9=0 时 ,定义 
x == \ пеи , ; А Ri 
Z=) [ e u(t,z)dt; тє 


当 aw>0,zERa 时 , 假设 dim e-“tu(t,z) = 0, 那么 应 用 分 部 积分 , 形式 上 可 得 Z, 
应 满足 如 下 椭圆 型 方程 


1 ын po. 
545—5 | е“ Дий = (a + k)za — f 
2 2 Jo 


上 述 方程 变形 就 是 
(а + К)г„ = 3 Azo +/ (5) 
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方程 (5) 的 解 的 随机 表示 记 为 z, 它 有 如 下 形式 
S(T) = е, f f(W) exp Е 一 f hads} dt 
= E; (f отео) (6) 
0 
= Vë f(z) 


其 中 W 是 标准 Brown 运动 。 与 Ve f(z) 类 似 的 符号 已 经 在 (4) 式 中 出 现 。 
一 般 地 , 当 了 利 天 都 是 连续 函数 时 , 设 方程 (5) ОАЕ р, 那么 可 以 证 明光 > 2. 
(1) 在 一 维 情形 下 , 方程 (5) 式 变 为 


(а +0): = 52" (т) 
此 时 , 如 果 进 一 步 假设 函数 f 满足 以 下 条 件 
Е, 5 e-t|f(W,)|dt < co, z € R (8) 
0 


那么 可 以 证 明 随 机 表示 (6) 是 方程 (7) 的 解 。 
为 证 明 上 述 结论 , 注意 到 对 一 维 的 Brown 运动 W, 预 解 算 子 有 以 下 具体 形式 


Ueg(z) = E, J e-atg(W)dt 
0 
= = ГА e ly-sIVieg(y)dy 
= = | / С з-ду + f Ë eWay 
微分 后 , 得 到 
(ооу) = | е9 дау — f -T glu)dy 
(U® g)" (х) = —29(т) + 2aU° g(x) 


在 上 面 的 最 后 表达 式 中 , 先后 取 g = kz 和 g = f, 得 到 两 个 表达 式 后 , 两 式 相 减 得 
到 一 个 表达 式 。 注 意 到 应 用 定理 1, 可 得 下 式 成 立 


U°(kz) = 0Ш°(])— 


最 后 就 得 到 随机 表示 (6) 是 方程 (7) 的 解 这 -- 结 论 。 
顺便 指出 , 由 于 


1 2 1 
| eat -6 /Xt = —e ia g> 0， R 
0 Vi Via 5 Ре 
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(8) 式 等 价 于 以 下 条 件 
T с + WWle "dy < oo, z € R 


З. 微分 方程 的 概率 表示 的 应 用 例子 : Arcsine 律 

对 标准 Brown 运动 W, 考虑 在 时 刻 t 前 Brown 运动 样本 轨道 处 于 上 半 平 面 的 
时 间 , 称 它 为 占 位 时 间 , За Г (0) = / llo so(Ws)ds。 下 面 的 定理 表明 T(t) 的 
分 布 是 Arcsine 律 , 它 是 概率 论 中 著名 的 分 布 之 一 。 

定理 2 r(t) 的 分 布 函数 为 


Е „л ds _ 2 А ТА 
Р[Г. (t) < 0) = Í aysi 5) 一 P 0<0<t (9) 
证 阴 а> 0, 8 > 0, ЗІ ЛЕ 
æ t 
z(z) = E, | exp (-at 一 в | Lo (Wi)ds) dt (10) 
0 0 


比较 (6) 式 和 (10) 式 , 即 知 在 (10) 式 中 大 = Slow) f = 1。 相 应 地 , 微分 方程 (7) 
式 变 为 


а(х) = 52702) —ñz(z)+ 1, z> O 
1 (11) 
az(z) = z2 (7) +1, т<0 
另外 , 连续 性 条 件 为 
200+) = z(0_);z'(0,) = z'(0_) (12) 


方程 (11) 的 唯一 有 界 解 为 
Де =У 2(9+8) А МЕЛ z> 
(т) = 1 а+ 8 
Bezva 十 一 ， т< 0 
a 
再 由 (12) 式 确 定 系 数 4 和 B, 最 后 得 到 


бо со 
z(0) = Е/ е-%е-8Г+(0 4р = | е7 Eje (0) = (13) 
0 0 


1 
vala + 8) 
为 得 到 (9) 式 , 需要 对 (13) 式 反 演 。 以 下 仅 验 证 (9)。 
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оо š t e788 ава оо е6 оо eat иде 
= a рене 
L ° jJ x= 0 / x ; Í er. 








在 上 式 推导 中 用 到 了 如 下 积分 , 它 可 通过 Gamma Й T (s) 变形 得 到 ， 
со et 元 
一 үз т>0 
比较 (13) RA (14) <, 即 得 
t - 60 
-ar+( | — © 
> J VOL 一 而" 
设 T. (t) 的 密度 函数 为 h(0), 那么 由 (15) 式 ， 


] 
ETE 


最 后 P. (t) 的 分 布 函数 为 
ds 2 


гш <a = | —— al „НЕ ЭИ my? 
P <0= о лу/г(Ф—т) "= Í яуа) < t 


从 而 定理 结论 成 立 。 
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81 基本 概念 


1. 定义 


更 新 过 程 是 Poisson 过 程 的 推广 。 在 Poisson 过 程 中 , 两 个 相 邻 跳跃 点 之 间 的 
时 间 {ti,i > 1) 是 独立 同 分 布 的 指数 随机 变量 。 在 一 般 的 更 新 理论 中 , ti 的 分 布 
不 限于 指数 分 布 , 而 且 {tai > 1) 的 分 布 可 以 不 同 。 在 通常 的 更 新 过 程 中 , 假设 
(tai > 1} 是 独立 同 分 布 的 。 

设想 在 时 刻 0 时 安装 了 一 只 新 灯 管 , 经 过 ti 段 时 间 灯 管 失效 , 此 时 更 换 灯 管 ， 
又 经 过 to 段 时 间 灯 管 失 效 , 再 更 换 灯 管 , 依次 类 推 , 这 就 给 出 了 一 个 具体 的 更 新 过 
程 。 记 Th = tit ttn 它 就 是 前 п 只 灯 管 的 总 寿命 。 而 到 时 刻 t 时 , 已 经 更 换 
的 总 的 灯 管 数 可 表示 为 

N(t) = max{n : Ta < t) 


更 新 理论 在 很 多 实际 问题 中 都 有 应 用 。 下 面 给 出 两 个 例子 。 


例 1 (机 器 维修 ) ”假设 机 器 工作 si 段 时 间 后 就 出 现 故障 , 此 时 需要 u, 段 时 
间 维 修 。 记 ti = si +u, 为 一 个 工作 与 维修 周期 的 时 间 。 在 实际 问题 中 , 可 以 近似 假 
设 t 是 独立 同 分 布 的 。 


BJ 2 (Markov $) i X 是 离散 时 间 的 Markov 8, Xo = і. i T, 0 X Ж 
次 问 到 初始 状态 让 的 时 间 , 那么 应 用 Markov 性 , { = Т„—Т„—1,л = 1,2,...} 
是 独立 同 分 布 的 , 从 而 {tnn = 1,2,.…} 构成 一 个 更 新 过 程 。 
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2. 计数 过 程 N (t) 的 期 望 
更 新 过 程 可 以 用 更 新 时 刻 Th 来 描述 , 也 可 以 用 计数 过 程 N(t) 来 描述 , 它们 之 
间 的 关系 为 
{М@ > n} = {Ta < t) (1) 


为 计算 E[N(t)), 引入 以 下 引 理 。 
引 理 1 如 果 X 是 非 负 随 机 变量 , 那么 E[X] = / рх > гђа. 
0 
证 明 引入 示 性 函数 
1, 0<#< Xx 
lx(t) = 
|, 其 他 
сс х 
зж, f 1x(t)dt =f ldt = X, Ellx(t)] = P{X > t}, 从 而 
0 0 


Ж оо оо 
E[X] = < ё ; 
[X] =E f ldt / E[1x(t)]dt / P{X > td 
引 理 2 WE x 是 非 负 整数 值 随机 变量 , 那么 


E|X] = >》 P{X >п} (2) 


nz=1 
证 阴 因为 X 取 非 负 整数 值 , 所 以 当 n 一 1 <t < n Bf, (X > t) = (X >п}. 
因此 


ex = [вх > a = f P(X > t}dt = 和 P(X > n) 
п=1”"—1 


п=1 
应 用 引 理 2 的 方法 , 可 以 证 明 以 下 引 理 。 
引 理 3 设 H HAK, H(0) = 0, h(z) = Н'(х). ME X > 0, 那么 


Е[Н(Х)| = f “(PIX > t}dt 


特别 地 , E[X?] = / Ë 2tP(X > tdt。 
由 引 理 2 可 得 


E[N(t)] = У P(N(t) > n) = > Р{Т„ < t) (3) 
n=1 n=] 


对 Poisson 过 程 , E[N(t)] = Mt。 而 在 -- 般 的 更 新 过 程 中 , 得 不 到 关于 E[N (t)] 
的 明确 的 解析 表达 式 。 此 时 可 考虑 上 下 界 。 
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3. EIN(t)] 的 上 下 界 


首先 介绍 Wald 方程 。 设 z1,z2,… 是 独立 同 分 布 的 随机 变量 , и = 正 [zij。 记 
S, = zi +: +z W N 是 停 时 , 即 “ 在 时 刻 п 终止" 可 由 51,52,… ,Sn 的 取 值 
确定 。 


引 理 4 (Wald 方程 ) 设 E(N) < оо, 那么 ELSw] = ШЕМ). 
证 阴 引入 示 性 函数 
l, mN 
ln(m) = 
| 其 他 
那么 = 
SN = у 21 м(т) 


т=1 
m~l 
注意 到 {NN > т} = J (N = k), 因为 NN 是 停 时 ,所 以 {N 2 m)° M (N > m) 可 
HI £1, 22, ,2т-1 确定 ， ED ly{m) 和 zw 是 独立 的 , 从 而 


ESw] = У Ez; .Ell w (m)] = У ` P(N > m) = ИЕМ 
m=1 


mæl 
设 更 新 过 程 的 ft,n = 1,2,...} 独立 同 分 布 , Elti) = uo 
(i) 现在 应 用 引 理 4 Ж E[N(t)] 的 下 界 。 首先 注意 到 
N = min{n : Ta >t) = N(t) +1 
是 停 时 。 这 是 因为 
{N =n} = {N(t) =п- 1} = {Tn St < Th} 

可 由 Ti, To T, 的 取 值 确定 。 

由 引 理 4 可 得 

EITwNto+il = РЕМ) + 1] 
E[N(0)] + 1 > 二 (4) 


(ü) AR ЕМО 的 上 界 , 设 ti < M. WA Тм S t + M, 从 而 


t+ M 
H 





1 
E[N (t) 下 1} = geno] < 
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4. 一 些 特殊 情形 下 EIN (t)] 的 解析 表达 式 

设 更 新 过 程 的 {tnn = 1,2,…} 独立 同 分 布 , t; 的 分 布 函数 为 F(t), 密度 函数 
为 f(t), Elti) = д. 

以 下 讨论 的 出 发 点 是 (3) 式 。 记 T, 的 分 布 函 数 为 Kn,(t), 它 是 分 布 函数 F(t) 
的 n RÉE. 另外, За H(t) = EIN (t), 那么 (3) 式 简 写 为 


H(t) = X Kn(t) (6) 
n=1 
为 求解 (6) zÑ, 引入 Laplace 变换 。 函数 f(t) : [0, оо) 一 [0, оо) 的 Laplace 变换 
定义 为 и 
/*(в) = / est f{t)dt,s > 0 (7) 
0 
在 以 下 讨论 中 用 到 Laplace 变换 的 以 下 两 条 性 质 : 
(i) P(t) = j f(s)ds 的 Laplace 变换 为 


Е"(в) = $ -stp(t)dt = i /*(в) 


(ü) 设 h(t) = / | f(s)g(t 一 s)ds, 那么 
0 
h°(s) = f” (s)g* (s) 
对 (6) 式 两 边 取 Laplace 变换 , 利用 关于 更 新 过 程 的 假设 , 以 及 上 面 两 条 性 质 ， 
最 后 得 到 


нео) = 179)" = үү (8) 
n=1 


在 一 些 特殊 的 情形 中 , 由 (8) 式 求 Laplace 00А, 就 得 H(t) = E[N(t)]. 
Из W f(t) = 4te72 求 下 LN 人 b]。 


Сбер 5. ш SIE 
此 时 产 (s) = {+27 从 而 
ami(s) а 
Mie o ETT 
Ж Laplace 变换 的 道 变换 , 得 到 


了 LN 人 = t — 0.25(1 — et) 


当 + — oo 时 ， ЕМ} >t- 2. 
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例 4 设 f(t) = e": + 5 (Зе-®), R E[N(t)J. 
3 
此 时 f*(s) = а + -n 从 而 


УТИ /* (в) _ 2s+3 
mje Pol Җе+1) 


Ж Laplace 变换 的 道 变换 , 得 到 
ENG) = 7 - Fe” —1) 


ЧА t — co 时 , E[N(t)] 一 F 工 1. 
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对 一 般 的 更 新 过 程 , Ж ЕУ (0) 的 解析 表达 式 是 困难 的 , 此 时 可 转 而 考虑 更 新 
次 数 N(t) 的 极限 。 


1， 强 大 数 律 
定理 1 记 j= Et 为 平均 更 新 时 间 , 那么 当 t 一 оо 时 , 下 式 几 乎 处 处 成 立 


(9) 


或 等 价 地 , "4 э o0 时 , N(t) = =. 


证 明 为 证 明定 理 1, 引用 概率 论 中 的 强大 数 律 , 即 对 独立 同 分 布 的 随机 变量 
т1,22,::-, Ёз = р. W Sn = zi +: + za, BZ 4 n — оо 时 ,Sum 一 到 几乎 处 处 
成 立 。 

令 ri = ti, 从 而 Sn = Та, 应 用 强大 数 律 , nj n — oo 时 , Т/п 一 pp 几乎 处 
处 成 并 。 

由 定义 ， 

Туа) < t < TN(t)+1 
从 而 
Туе < К. Tns _ Tns N(t) +1 
NA NO NO  N(D+I NA 
应 用 强大 数 律 , 34 + — оо 时 , (10) 式 两 边 极限 都 是 yy。 由 此 得 到 定理 结论 。 
下 面 给 出 另 一 定理 。 











(10) 
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定理 2 记 j= Et, 为 平均 更 新 时 间 , 那么 当 +t 一 co 时 


mol (11) 
证 明 应 用 8$1 给 出 的 了 LNOb] 的 上 下 界 。 一 方面 
EIN(t) +1 > 5 (12) 
H (12) 式 可 得 
本 


男 一 方面 , 对 正 数 M, 8 t, = min{ti, M}, pw = ЕЕ], Т, = 五 十 … 十 五 。 因 
X t, < ti, MA Tn < Tn, М) > №). 





F[N(t)] < E[N(t) +1] = Pepel си 





“м Ре) 
由 (14) 式 可 得 
m Ml L as 
最 后 令 M 一 оо, 注意 到 uy = Ef] > Elt,] = и, 由 (15) 式 即 得 
lim М0) < 2 (16) 


综合 (13) 式 和 (16) 式 , 即 证 定理 。 


注意 到 以 上 两 个 定理 所 涉及 的 两 种 极限 是 不 同 的 , 定理 2 不 能 由 定理 1 推出 。 
下 面 给 出 一 个 例子 来 说 明 这 一 点 。 


例 5 设 U 是 (01) 上 的 均匀 分 布 变量 , 定义 


e+t,U < 1/t 
Y, = 
So >Ш 


ЖАА t— oo 时 , Y, — e 几乎 处 处 成 立 。 但 是 当 + > 1 时， 
Е[Ү,] = cP{U > 1/t}+ (c +t)P[U < 1⁄t] =с+1 


所 以 EY, = c + 1 > е. 
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2. 更 新 过 程 的 概念 推广 

RER 次 更 新 时 刻 , ЖИЙ r. 进 - 步 , (та, 6), = 1,2,…} 是 独立 同 
分 布 的 。 记 R(t) = ri 为 到 时 刻 上 时 总 的 奖励 额 。 

定理 3 下 列 极限 几乎 处 处 存在 


R(t) = Efr;] 
t Е[2;]' 





证 了 明 由 定理 1 即 得 


R(t) 1 
L. РЭ: У, ) хе ЕМЕ 


例 6 设 汽 车 模型 的 寿命 随机 变量 的 密度 函数 为 h。 当 汽车 模型 失效 或 经 过 全 
段 时 间 , 需要 更 新 模型 。 新 的 模型 的 成 本 为 A, 而 当 模型 在 T 段 时 间 之 前 失效 时 ， 
额外 维修 成 本 是 B。 从 长 远 来 看 , 每 单位 时 间 内 的 平均 成 本 是 多 少 ? 

在 此 例 中 , 第 i 个 周期 的 长 度 记 为 to 那么 


Elt;] = f а +T / ИТ??? 
0 т 
第 个 周期 的 成 本 为 ri， 
ЕД=А+В / h(t)dt 
由 定理 3 即 得 每 单位 时 间 内 的 平均 成 本 如 下 


А+В / & h(t)dt 
Eft) /7 °° 
/ th(t)dt + T "Ë h(t)dt 

例 7 考虑 8$1 中 的 机 器 维修 的 例子 。 记 Es; = m, Eu = pj2。 从 长 远 看 , 更 新 
过 程 处 于 工作 状态 的 时 间 比 例 为 一。 

为 说 明 这 一 结论 ， W t = Si F tt; 为 第 i 个 局 湖 的 持续 时 间 ， Ti = 8; 如 果 忽 略 

N(t 

在 时 刻 t 时 仍然 持续 的 那个 周期 , 那么 R(t) = Уу 就 是 到 时 刻 t 时 更 新 过 程 处 


于 工作 状态 的 时 间 。 由 定理 3 即 得 所 求 的 时 间 比 例 为 


R(t) _ Eni _ Hı 
t 7 Ер] Hi + и 
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本 节 要 说 明 当 时 间 趋 于 无 穷 时 , 更 新 过 程 将 达到 平衡 状态 , 这 与 Markov ВЕ) 
性 质 相 类 似 。 在 本 节 的 论述 中 ，§ 2 节 介绍 的 推广 的 更 新 过 程 概念 起 着 关键 的 作用 。 
设 (i= 1,2,... } 是 独立 同 分 布 变量 , Th = ti tetta, №) = maxín :Th < 


1}. 51А 
A(t) = t Тус, Z(t) = Тм — t 


那么 Alt) 表示 包含 时 刻 上 的 更 新 周期 已 经 经 历 的 时 间 , Z(t) 表示 包含 时 刻 t 的 更 
新 周期 的 未 来 剩余 时 间 。 在 灯 管 寿命 模型 中 , At) 就 是 在 时 刻 t 仍 在 使 用 的 灯 管 的 


年 龄 , 而 Z(t) 就 是 灯 管 的 剩余 寿命 。 


1. 平均 剩余 寿命 
为 考虑 如 下 平均 剩余 寿命 


t 


g! Z(s)ds 
首先 注意 到 当 Ti_1 < s < T, Bf, Z(s) = T, — s, 从 而 


i ti t? 
їй Z(s)ds = | rdr = + 
Т\-1 0 ? 


在 (17) 式 的 推导 中 用 到 变量 替换 = T, — s, 
忽略 最 后 的 不 完全 周期 [Two 1], 可 得 


t A 
/ Z(s)ds = і 


由 $2 节 定 理 3 可 得 下 列 极限 几乎 处 处 存在 


1 i Eft? /2 
АА Z(s)ds 一 үн 


2. 平均 年 龄 
应 用 与 前 面 类 似 的 方法 , 做 变量 替换 s = Tii + r. 可 得 


7; ti Ë 
А A(s)ds - [ rdr = т 
忽略 最 后 的 不 完全 周期 [Tuet] 可 得 
N(t) 2 


"л A(s)ds = 5i ЕЕ 


i=l 


(17) 


(18) 


(19) 
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iH $ 2 节 定 理 3 可 得 下 列 极限 几乎 处 处 存在 


L P Elt? /2) 
J A(s)ds 一 үл (20) 





з. 时 刻 t 之 前 的 平均 寿命 
记 L(t) = A(t) + Z(t) 为 包含 时 刻 t 的 更 新 周期 时 间 。 到 时 刻 t+ 之 前 平均 寿命 


为 А 
1 
А L(s)ds 
综合 前 面 的 内 容 , 可 知 
1 f* Elt2] 
I f L(s)ds 一 EE] (21) 


(21) 式 是 一 个 很 惊奇 的 结论 , 这 是 因为 一 般 地 , Var(t;) = Et?) — (Eft:))? > 0, 从 而 
(21) 式 右边 大 于 Eti 但是, 根据 大 数 律 , 前 n 个 更 新 周期 的 平均 时 间 是 Ez. 

(21) 式 表明 : 对 时 刻 上 之 前 的 更 新 周期 取 平均 值 会 出 现 向 上 的 偏差 。 这 是 因 
为 对 t 之 前 的 更 新 闻 期 , 如 果 有 些 更 新 周期 的 时 间 相 同 , 设 出 现 m 次 , 那么 将 统计 
m К. AMERA, 设 寿命 变量 取 kN h < b <... < h, 相应 的 概率 分 别 为 
Рр1,.р2.'''. "ке 

考 虚 一 个 推广 的 更 新 过 程 , RA = 1, 时 , r, = 1, 那么 到 时 刻 t 前 出 现 的 寿 
命 为 1; 的 更 新 周期 有 p;N(t) 个 , 总 的 寿命 为 Ijp;N(t)。 从 而 出 现 寿命 为 1, 的 时 间 
比例 为 

UpiN(t) _ Lp; 
t ЕЙ]. 

最 后 可 求 得 期 望 值 е 
lp; _ Elti] 

2 b ER. Е] 


4. 剩余 寿命 的 极限 分 布 
已 知 Z(t) = Тм — t, XI с > 0, 引入 示 性 函数 


1 
1.(t) = 
| 其 他 


24 £ — oo 时 , 为 求 Р(2(0) < c) 的 极限 概率 , 转 而 考虑 


1 t 
i/ 1,(s)ds 
t Jo 
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Т; 
为 此 , 先 考虑 f ”1c(s)ds。 下 面 验证 
f l.(8)ds = min{t;, c} (22) 
Т1 


Ts 
(i) 当 志 >c 时 , (в) = 工具 在 五 -cgs 芝 人 上 成 立 ， 从 而 人 le(8)ds = с. 


Т, 


Gi) Ht с, Lels) = 1{Е БОЙ Е Т, < s < T; 成 立 ,从 而 f “nira 
Т;-, 
ti。 忽略 最 后 的 不 完全 周期 [Tve , 可 得 


N(t) 


[ 1.(=)4з = > тіл{ё, с} (23) 
0 i=l 
(23) 式 右 边 是 “个 推广 的 更 新 过 程 , r = min{ti,c}。 由 $2 节 定 理 3 可 得 
1 E[minít,, c}) 
+ / 1.(з)аѕ —E (24) 
E[min(ít,,c)] 
P(Z(t) < с} — к] (25) 
5. 年 龄 的 极限 分 布 
已 知 A(t) 一 上 一 Тусе, 对 с> 0, 引入 示 性 函数 
ww [t ^®<‹ 
0, 其 他 
应 用 与 前 面 完 全 类 似 的 方法 , 可 得 到 相同 的 结论 , 即 当 上 一 oo Bf. 
E[min(t,, с}) 
P(A(t) < с} — ЕЕ. (26) 
6. 均衡 更 新 过 程 
注意 到 


Elimin{ti, c}) = j Pf{min{ti, c} > t}dt = [ P{t; > t)dt 


所 以 , 如 记 ҥе) 
min{ti,c 
90 = р 
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Plt: > t}dt 
Elt:] 
容易 验证 С(с) 是 一 个 分 布 函数 , 相应 的 密度 函数 为 


P ít, Pa c} 
Eft] 


С(с) = 2 (27) 





9(с) = С'(с) = (28) 


例 8 Wr 是 参数 为 的 指数 变量 , 那么 


了 [二 > 对 e 
Eh] IN 

如 果 考 虑 到 指数 分 布 的 无 记忆 性 , 那么 剩余 寿命 Z(t) 的 分 布 总 是 参数 为 X 的 
Poisson 分 布 , 这 也 验证 了 本 例 的 结论 。 


Иэ Bt ж (0b) 区 间 上 的 均匀 分 布 变 景 , 那么 


F{ti>c} _ (b—c)/b 2(b— c) 
EJ b2 p 
即 极限 密度 函数 是 线性 函数 , 密度 函数 当 c = 0 时 取 值 为 2/0, 而 当 с = b 取 值 为 
0. 





一 般 地 , 设 t 的 分 布 函数 为 F. 下面 的 定理 说 明 Poisson 过 程 是 唯一 的 更 新 过 
Fe, 使 得 G = F. 


定理 4 假设 G = F, 那么 存在 X> 0, 使 得 F(z) =1— e-xz。 


WERA 记 五 (e)=1-G(c), 两 边 取 导数 , 那么 由 (28) 式 可 得 Н'(с) = —AP[t, > 
c] = —А(1—-Е(с)), 这 里 记 入 = 1/E[b。 再 由 假设 G = F, T H'(c) = —X1—-G(ce)) = 
-AH (с). 7 77 Н'(с) = -АН(с) 的 初 值 条 件 为 H(0) = 1。 求解 此 微分 方程 , 即 
得 H(c) = е^. 

最 后 可 以 总 结 一 下 更 新 过 程 的 极限 行为 。 设 更 新 过 程 已 经 持续 了 很 长 的 上段 
时 间 , За {TLT h 为 从 时 刻 е 开始 ， 以 后 的 更 新 出 现 的 时 间 。 再 记 # = T, 
= Т. Тр, К> 2. ЖАА 18КЕ, р, 的 分 布 近似 地 为 G。 由 此 引出 如 下 定 
义 。 

定义 ” 设 随机 变量 {tita ta e} 是 相互 独立 的 , 其 中 (G.ts,....) 独立 同 分 布 ， 
分 布 函数 为 F, 即 P{t; > c) = 1— F(e), ti 的 分 布 函数 为 由 (28) 式 定 义 的 С, 那么 
称 {tista ta o } 构成 的 更 新 过 程 为 均衡 更 新 过 程 。 
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对 均衡 更 新 过 程 , 类 似 地 有 N(t) 的 定义 。 记 Helt) = E[N(t)|, 应 用 3$1 节 中 
Laplace 变换 方法 , 对 那里 的 推导 加 以 调整 , 可 以 得 到 
11 
H¿(s) = a (29) 
其 中 ц = Etz, 从 而 t 
H.(t) = т 
(30) 式 表 明 , 在 均衡 更 新 过 程 中 , ELN(b] 有 很 简单 的 形式 。 
进一步 , 对 均衡 更 新 过 程 , 下 面 要 证 明 : 对 给 定 的 正 数 t, Tw(wy4i — t 的 分 布 不 
依赖 于 t, 而 且 它 的 分 布 正 是 G. 
按 定义 , Twtost<Tnweoru 根据 Nb 的 取 值 , 由 全 概率 公式 , 可 得 当 xz > 0 Bf. 


(30) 


P{Tn -t<z) = Y P{Tn St < Ты St+z) 


n=0 


ос 
=P{t< T, St+z)+ у PT St < Tapi St+=z) 


п=1 
= Р{{ < T, «ежа rete- 
п=1 0 
F(t — у) 4С < Е@—1)*)(у) 
= G(t +z) — G(t) + La +z — у) — F(t — ydy 
H Jo 
= G(x) 


在 上 面 的 推导 中 , 第 四 个 等 式 应 用 了 (30) 式 , 而 最 后 一 个 等 式 应 用 G 的 定义 。 
由 上 面 的 结论 , 容易 理解 , 对 均衡 更 新 过 程 , 平稳 增 量 性 是 成 立 的 , 即 对 如 < 
ti < to <... < ta, 以 下 随机 向 量 的 联合 分 布 不 依赖 于 t 


{N (ti +t) ~ N(to +t), N(ta +t) — N( + 0), 565, N(ta +t) — N(tn_ + )) 
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直观 地 讲 , 更 新 方程 出 现 于 更 新 过 程 中 。 在 讨论 涉及 保险 风险 过 程 的 破产 概率 
问题 时 , 更 新 方程 会 经 常 出 现 。 这 里 仅 给 出 一 个 简单 的 介绍 。 


1. 定义 
从 一 个 简单 的 问题 出 发 。 由 8$1 节 的 (3) 式 ， 


H(t) =E[N(t)) = у Р{Т„ < t) = у Fr (31) 
n=1 n=l 
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其 中 F 表示 随机 变量 志 的 分 布 函数 。 
由 (31) 式 , 即 得 


H(t) = 5 F*n(t) = F(t) + F * (У; ғ") (t) 


n=1 п=1 


= F(t) + F * H(t) (32) 


t 
= F(t) + f H(t ~ s)dF (s) 


(32) 式 就 是 一 个 简单 的 更 新 方程 。 
一 般 地 , 设 下 是 定义 于 (0, оо) 上 的 非 负 单 增 函 数 , 而 且 F(oo) < оо, 而 z 是 定 
ХТ [0,eo) EWERAN, 那么 称 以 下 形式 的 方程 为 更 新 方程 


g(z) = z(z) 二 Í Ne dr) (33) 


比较 (32) 式 和 (33) zÑ, 可 知 当 z = F 时 , 方程 (33) 的 解 就 是 g = H. 因此 (32) 式 
是 一 个 特殊 的 更 新 过 程 。 
在 z(z) 是 局 部 有 界 的 条 件 下 , 方程 (33) 存在 唯一 的 正解 . 为 给 出 解 , 引入 


со 


Ho(t) = ў F*"(t) 


n=0 


24 t> 0 时 , Holt) = 1+ H(t) 这 是 因为 F 是 对 应 于 室 和 ( 即 零 ) 的 分 布 函数 , 所 
以 


1, t20 
F*?(t) = = 
0, #<0 


Fo 的 导数 是 5 函数 , 它 的 含义 就 是 对 任意 定义 于 R Б S, 
| ~ ағ“) = f(0) 
与 H(t) 相 比 , Ho (t) 把 时 刻 0 也 视 为 一 个 更 新 点 。 
直观 上 , 在 方程 (33) ФКА, 可 得 到 如 下 形式 的 唯一 解 。 关于 此 结论 
的 严格 证 明 这 里 略 去 。 
д) = | a(z- vaP) = f =e- vamo) (34) 


n=0 


需要 指出 , 在 (34) 式 右边 的 积分 要 在 广义 积分 下 理解 , 即 应 用 š 函数 的 定义 。 
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例 10 在 (33) 式 中 取 z= 1, 那么 更 新 方程 g(z) = 1+ f “(z — v)dF (y) 的 
唯一 解 为 glx) = Hols) 


例 11 设 下 为 分 布 函 数 , 对 应 的 期 望 4 < oo, 在 (33) 式 中 取 z = G, 那么 更 
新 方程 的 解 为 (т) = туи. 这 是 因为 , 由 (34) 式 , 以 及 均衡 更 新 过 程 的 性 质 , 即 得 


яа) = У) [ G(z — у)4Е°"(у) = H.(z) = 


п=0 


z 
m 
2， 解 的 渐 近 表示 

为 便于 讨论 , 进一步 假设 Fr = f, 那么 (33) 式 就 变 为 

g(z) = z(z) + f о(= — у)/(у)ду (35) 
0 
为 考虑 方程 (35) 的 解 当 z — oo 时 的 渐 近 性 , 选择 实 教 R 使 得 
(в) = f ‚ей /(ж}йх = 1 
上 面 选择 的 实数 R 如 果 存在 , 那么 它 是 唯 -- 的 , 这 是 因为 函数 是 单 增 的 ， 
FIO А / “etazj(zjdz>0 


显然 , 当 上 是 概率 密度 函数 时 , R = 0. 
更 新 方程 的 解 的 渐 近 性 结论 表明 , 对 比较 正则 的 函数 >, 当 z 一 оо 时 ， 
f š ef” z(y)dy 
-一 一 一 
人 ye™ f (y)dy 


e" g(x) 一 (36) 


有 时 候 , 解 的 渐 近 性 也 表示 为 如 下 形式 


g(z) — Се- 2 


其 中 C 表示 (36) 式 右边 确定 的 常数 。 
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